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(
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∣
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∣
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Initialisation Exploration Acceptation

Reannealing

Refroidissement

 Oui 

 Non 
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 Non 

Fin
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      vérifié ?

 Oui 

 Non 

rts*uLv Z � � � � �
�L����*���� �
�$����XY&�#7XY�F��Z[�(*��L* " &G*+&7XtuNê ����� � ��
�"� ��
��� � ������� ����� ���"� 
���$ v ³ � ³ w¸Ô

� pg�����7XY&
���
���� *+�7� �&|�$#7&|���`�������&Á¬ " �¢¦,�L�¢�$��ZY��XL�����
�$����XY&|#7XY�F��Z[�9��X[#
���
��& vw)�	�XY�NZq*R#
�$��&7X[	�% ¨�Ô ©�Ô �.w¸Ô
�%L�ª*+��&7�
� " 	�#
#
XYW�XYZYXY&
���$#7&���� ��·����9��% %L	��(W��
�(��*s·�XY�F��� �����$	�% �L\����G*+&7X[	�%L#R��%�\���%L���
�$�$#¾Ô
Ö§� " 	�XY%,&`)'�L�D���QZq* �$	�%L��XY&7X[	�% *�#G#7���G*+%,&`Zq* �$	�%,)����7\���%L�$�DXYZ9*!��&
�Q��	�%'&7�
� ¦,�L�Q&
	���&�#
�
�L����* ���&
��� " ���G*+&7���
�|%L�N���$���
	�X[#G#G*+%,& " *�# " ZY�L#g�G* " X[��������%'&�¦'�L�N�L*+%L#8v?¨�Ô ©��.w0v 	�� v?¨�Ô ©�l.wnw=�$#7&~*�#7¬�� " &
	�&7X[¦,�L������%'&W=	�%gvw)�	�XY��#
�$��&7X[	�%Õ¨�Ô ©�Ô ©.w¸Ô

� £�� HKJ9:AJ9-G-
@N-
4
<MJ¢>M4
C925<
pg�$#|��Xts���
��%,&
#°*+ZY\�	��7XY&7�����$#°¦,�L�¢%L	��L#|*¾)�	�%L# " �
�$#
��%'&
�$# " �
�$�$�$����������%'&0uÚ	�%,&v��Zq*+XY�
������%'&«* "�" *+�G* %[&7�
�Zq* " �7XY%L��X " *+Z[����Xt������ZY&
�9���¢Zq* " *+�G*+ZYZ[��ZYX[#G*+&7X[	�%!� " *+�|���,�L%�XY&7X[	�%Q��%�*+ZY\�	��7XY&7�����9����&Ë¬ " �������
�$����XY&|#
XY�(��Z[��$#
&|#
�$¦,�L��%'&7X[��Z1Ô�¶N%�� s��&�q��RZ1���¸·��$� " &7X[	�%Q���¢Z1� *+ZY\�	��7XY&7�����9W�*�#G��#7���NZ1���$¦,��*+&7X[	�% ���¢Zq*]��XtsA�L#
X[	�% q�Z[�$#v*+��&7�
�$#*+ZY\�	��7XY&7�����$#=vw�
�$����XY&5��X[#
���
��&�q�¯ � ³Uq~��&
��w(*��$�$� " &
��%,&`&
	���&
��%L	���)���ZYZ[� �$	�% �L\����G*+&7X[	�% ��%�\���%L���
�$� �$	�%L��Xmê&7X[	�%�%L��ZYZ[������%'&��5Zq*`�$	�% �L\����G*+&7X[	�%��$	����G*+%,&
��ÔM³��L#G#7XEq�Z[�$# " *+�G*+ZYZ[��ZYX[#G*+&7X[	�%L#§¦,��X " ����)���%,& �&7�
�ª��%,)�X[#G*+\��$�$#�$	�%L#
X[#7&
��%,&��$#G#
��%,&7X[��ZYZ[������%'& �`��)�*+ZY�L������% " *+�G*+ZYZ[��Z[� " ZY�L#7X[�����
#9�$	�% �L\����G*+&7X[	�%L#R	�� #
�$¦'�L��%L�$�$#9�����$	�% �L\�ê���G*+&7X[	�%L#/Ôëb	����ª�$�`¦'��X;�$#
&R���5Zq* " *+�G*+ZYZ[��ZYX[#G*+&7X[	�%K��*�#
#
XY)�� vw�
����X[#G� ���7	�����#7XY�(��ZY&G*+%L�$�����$#])�*+�7Xq*+W�Z[�$# w q

�$	������ª%L	��L#9Z[�])����7�
	�%L#�qL��ZYZ[�ªXY%L����XY&����$#9�$	�%,&7�G*+XY%'&
�$# " *+�7&7X[����ZYX[���
�$#R¦'��X�
�$����X[#
��%,&R#
	�% ��	���*+XY%L�(�� * " ê
" ZYX[�¾*+&7X[	�%gÔA¯«� " ��%L�L*+%'& " 	�����Z1� *+ZY\�	��7XY&7�����ªW�*�#
��#7����Z1���$¦'��*+&7X[	�% ���]Zq*`��XtsA�L#7X[	�% q������$#
&9�$�R�����7%�X[������	'������ " *+�G*+ZYZ[��ZYX[#¥*+&7X[	�% ¦'��Xg�$#7&�Z[� " ZY�L#§*����$¦'��*+&¾Ô



Z�� � � !,�"!$#c#�� #c��`�!I�����~
i` � &

X �xw �;X �d3�G,689E+.4 B�68NE+.9EATN;3�4]A8DO7.D�N;N
	�NE3�4

✒
\ %:� �i�e��`fbd�^#_��� ��#�%:` �c
��^� �8% 
i�i!$
��`

� � "�" 	�#G	�%L#�¦'�L�]Z1��	�%®��X[# " 	�#
�]��� p " �
	'�$�$#G#
�����
#�q��
��*�¦'�L� " �
	��$�$#
#
�������¸·��$����&
�ª*+Z[	��
#9��% �
�$����XY&R*$)��$���% #
�
�L����*®����&
��� " ���G*+&7���
�Q�$	����F��%��D&
	��L#(Z[�$# " �
	��$�$#
#
�����
#ª��&ª��%L�Q�$	�% �L\����G*+&7X[	�%ÕXY%�XY&7Xq*+Z[���
�L	�X[#7X[�*+�7W�XY&7�G*+XY�
������%,&¾Ô�Ö]*+%L#vZ[���¾*����
�9�� ��%��
�$����XY&v��%�&
��� " #NWA	��7%L��q'*+��WA	���&|��� L ∈ � XY&
���G*+&7X[	�%L#�q�	�%��G�L	�X[#7XY&�$	������9#
	�ZY��&7X[	�% �L%�*+Z[��Zq*R�$	�% �L\����G*+&7X[	�%Q¦'��XL�$#7&N�����%L���7\�X[����XY%�XY��*+Z[��q " *+�7��X�&
	���&
�$#NZ[�$#|�$	�% �L\����G*+&7X[	�%L#	�W�&
��%,�L�$# " *+��Z[�$#ª��Xts=���
��%'&
# " �
	��$�$#
#
�����
#¾Ô~³�ã¾��%L�$	�&7&ª����&ª��%Õ��)'X[����%L�$���L*+%L#��zx��°¦,�L��#
XNZ[��#
�
�L����* ���
���$���
	�X[#
#G*+%L�$�����$#¢&
��� " ���G*+&7���
�$#9�$#7&�	 " &7XY��*+ZEqL*+Z[	��
#�	�% 	�W�&7X[��%,&���% K

p−1
p L

1
p
XY&
���G*+&7X[	�%L# " *+�G*+ZYZ[��Z[�$#���%L�#
	�ZY��&7X[	�%Õ���Q¦,��*+ZYXY&
��X[����%'&7X[¦,�L� � �$��ZYZ[��	�W�&
��%,�L� ��%

L
XY&
���G*+&7X[	�%L#5#
�$¦'�L��%,&7X[��ZYZ[�$#�q��$��¦'��Xv�$	��7�
�$# " 	�%L� �

��%L��*��$�$��Z[���G*+&7X[	�%
A =

(
L
K

)p−1
p

�=	�%��
����*+�
¦,�L��¦'�L�
A
���
	�%[&ª*$)��$�

L
��&

p
qA��*+X[#

K
��&G*+%'&ª&7�
�$#]\��G*+%L�

Z1� *��$�$��Z[���G*+&7X[	�%!�
�$#7&
�]ZYXY��XY&
�$��Ô
å§%®*F)'� �L*+%L#9�$�]�
��* " XY&7�
�(¦,�g� XYZg�$#7& " 	�#
#7XYW�Z[�]���R�
��� " Zq*��$���9��% �
�$����XY&�Z[	�%�\$q " *+� " ZY�L#7X[�����
#��
�$����XY&
#	 " &7XY��*+��·�#G�$¦,�L��%'&7X[��Z[#b�$	����7&
#8v #G�$��&7X[	�%�¨�Ô ©�Ô o w¸Ô+å§% " ����&g��	�%L��u1*+XY�
�|���;������ " 	����~�
��*�¦'�L� " �
	��$�$#
#
�����~#
XZ[��%L	��(W��
�§�� XY&
���G*+&7X[	�%L#v)����7X ���

L ≥ 2eK
Ô�* " *+�7&7XY�°����Zq*])�XY&
�$#
#
�������$	�%,)����7\���%L�$�R�� ��%��
�$����XY&v�F��ZY&7X " Z[�	 " &7XY��*+Z«#
�$¦'�L��%,&7X[��Z v P (XL 6∈ Ωmin) ≤ e−ρL *$)��$�

ρ = α
2eK

w�	�% ���$����XY&FZq* )�XY&
�$#
#
�������$	�%,)����7\���%L�$�
���

p
�
�$����XY&
#ª�(��ZY&7X " Z[�$#5	 " &7XY��*+��· � P (XL 6∈ Ωmin) ≤ e−pρL Ôå§% *D��	�%L�`��%L��*��$�$��Z[���G*+&7X[	�% p

q*$)��$�
p " �
	��$�$#
#
�����
#�q���*+X[#¢Z �`��%L�$	��
���$�]�
�$#7��ZY&G*+&�%g� *`¦,�g� ��%DXY%'&
��� �&9&7�L�$	��7X[¦,�L�(�¾*+� " 	��������,�L%�XY�9Zq*FZ[	�%�\��L��������Q�
�$����XY&¢XYZ~uÚ*+��&�*$)�	�XY�¢��%L�§X[���$� " �
�$��X[#
�]���§Zq*ª)�*+Z[�����¢��� K

Ô�å§�«XYZA%g���¸·�X[#7&
�]*+�L����%L�R����&7�L	'���§\���%L���G*+Z[�
" ���7����&7&G*+%'&§�� *$)�	�XY�§��%L�ª�$#7&7XY��*+&7X[	�% " �
�$��X[#G�ª��� K

� " *+�7&7XY����� " �
	�W�Z[�����ª�$	�%L#7X[�����
��Ô
✒

\ %:� �i�e��`fbd�^#_��� ��#�%:`a!��%:� ��
��% �"!,�.���e�
 �8�:�{�e����� " ��%
p|� ��%L�D���$#`¦,�L�$#7&7X[	�%L#�¦'��X¢#
� " 	�#
� �$#7&5���D#G*¾)�	�XY��#7XvZ1��	�% %L� " 	����7�G*+XY& " *�#�*��$�$��Z[���
����Z[�$#`#
�
�L����*�#

" �
�$�$�$����%,&
#���%®XY%'&7�
	'����X[#¥*+%,&����$#�XY%'&
���G*���&7X[	�%L#R�
��\���ZYX[���
�$#R��%'&7�
�(Z[�$# " �
	��$�$#
#
�����
#¾ÔM³�������&7&
	�%L#R¦'�L�ªZ1��	�%*+XY&
p " �
	��$�$#
#
�����
# P0, P1, ..., Pp−1

qA��%K#
�
�L����* ���`&
��� " ���G*+&7���
���$	����F��%��Q&
	��L#�Z[�$# " �
	��$�$#
#
�����
#���&
p
�$	�% �L\����G*+&7X[	�%L#�XY%�XY&7Xq*+Z[�$#§�
�L	�X[#7X[�$#R*+�7W�XY&7�G*+XY�
������%,&¾Ôgå§% #7� "�" 	�#
����\,*+Z[������%,&]¦,�L�]Z[�$#9XY%,&
���G*���&7X[	�%L#]	�%,&ZYX[����&
	���&
�$#DZ[�$#

l
XY&
���G*+&7X[	�%L# � " ��%L�L*+%,& Z[�$# XY&
���G*+&7X[	�%L# �$	�� " �7X[#G�$# ��%,&7�
� k · l

��&
(k + 1) · l, k ∈ ��
��*�¦'�L� " �
	��$�$#
#
�����«��)�	�ZY�L�RXY%L��� " ��%L�L*+������%'&9���$#¢*+��&7�
�$# &,Z[	��
#
¦'�L�§Z[�$# " �
	��$�$#
#
�����
#«�$	����(��%�X[¦'�L��%,&9XYZ[##
�9&7�G*+%L#7����&7&
��%'&�Z[�$#°�$	�% �L\����G*+&7X[	�%L#����§&
��ZYZ[�R#
	��7&
�§¦'�L�9Z[� " �
	��$�$#
#
����� Pj

�
�/�$	�XY&«Z[�$#°�$	�% �L\����G*+&7X[	�%L#9���$#
" �
	'�$�$#
#G�����
# P0

�
Pj−1

Ô�pg� " �
	��$�$#
#
����� Pj
�G�L	�X[#7XY&�*+Z[	��
#«Zq*F%L	���)���ZYZ[���$	�% �L\����G*+&7X[	�%

Y(k+1)·l,j
��� uÚ*��$	�%

�`�$�ª¦,�L�]Z1��	�% *+XY&(�
E
(
Y(k+1)·l,j

)
= min

{
E
(
X(k+1)·l,0

)
, ..., E

(
(X(k+1)·l,j

)} v?¨�Ô ���.w
* Z1� X[#
#7�L�v���$#

L
XY&
���G*+&7X[	�%L#;*+ZYZ[	��L�$�$#�q/Zq*§�$	�% �L\����G*+&7X[	�% �L%�*+Z[�°�$#7&��$��ZYZ[�v�
��&
��%'�L� " *+�bZ[�°�����7%�X[��� " �
	��$�$#
#
�����

Pp−1
Ô

p~*Õ�$	�%,)����7\���%L�$�����®�$��&D*+ZY\�	��7XY&7����� " *+�G*+ZYZ[��Z[��*K��&
� ��&G*+W�ZYX[� " 	����Q��% #
�G�L����* ���®&
��� " ���G*+&7���
�\,*+�G*+%,&7X[#
#G*+%'&§Zq*��$	�%,)����7\���%L�$�5���®�
�$����XY&R#
�$¦,�L��%'&7X[��Z1ÔM¶|% �
��)�*+%L�G�L��q�XYZ�*���&
�ª�$	�%��7�$��&7���
�F�L*+%L#��zxIq~lIq�y����
¦,�L�9�$��#
�
�L����*(�$#7&°*�#7¬�� " &
	�&7X[¦,�L������%'&v��	�XY%L#«� ���¾*��$��¦'�L� p

�
�$����XY&
#|XY%L��� " ��%L�L*+%,&
#/Ô�¯«��&7&
�9�$	�%��7�$��&7���
�*!��&
�Q)����7X ���$� �¸· " ���7XY����%'&G*+Z[������%,&�#7������Xts���
��%,&
# " �
	�W�Z[�����$# " *+��±R�G*"��\�%L� �zy����ËÔ;Ö`� *+��&7�
� " *+�7&`��ZYZ[�*Õ��\,*+Z[������%'&®)�*+ZYX[����Zq* �$	�%��?�$��&7���
�K��X[#¥*+%,& ¦'�L�!Z[� #G�
�L����* �����
�$����XY&
# " *+�G*+ZYZ[��Z[�$#!*¾)��$����%L����%�X[¦,�L�XY%,&
���G*���&7X[	�% �5Zq*��L% ���$#¢�
�$����XY&
# " ���7����&9���	�W�&
��%�XY����%L�])'XY&
�$#
#G�R���]�$	�%')����7\���%L�$�ª#7� " ���7X[�����
� �F�$��ZYZ[������
�$����XY&�#7XY�(��Z[�F#
�$¦'�L��%,&7X[��Z1Ô



� � \]% �:�i�e�a`��cbd�i#��5%.�fbM�:��h����^%:`]#���� %:`

✒
\ %:�:�^�e��`fbd�i#e�����W��% b �0�:��!I���i�"% `

p|� X[���$�§#G	��L#?êY�7*��$��%'&
� �ª�$��&7&
�R* "�" �
	��
�L�R�$#7&°���?uÚ*+XY�
�§��)�	�ZY�L���«��% " *+�G*+ZYZ[��Z[�§���$#v�
�$����XY&
#¢#7XY�(��Z[�$# ����%L�&
��� " ���G*+&7���
�K��Xts���
��%,&
� " 	���� �
��*�¦'�L� " �
	��$�$#
#
�����¾Ô pg�$# " �
	��$�$#
#
�����
#DXY%'&
���G*+\�X[#
#
��%,& " ���7X[	���X[¦'�L������%,&&
	���&
�$#«Z[�$#
l
XY&
���G*+&7X[	�%L#¢������*+%�X[���
� � " �
	 " *+\����¢Z[�$#«�$	�% �L\����G*+&7X[	�%L#¾Ô�Ö]����·���	'���$#«��� " �
	 " *+\,*+&7X[	�% #G	�%,&

" 	�#
#7XYW�Z[�$#§�'����&
���7��XY%�X[#
&
�Uv " �
	 " *+\,*+&7X[	�% �� ��%L�§&
��� " ���G*+&7���
�R��Z[��)��$�§)����
#°��%L��&
��� " ���G*+&7���
� " ZY�L#°W�*�#
#
��w��& " �
	�W�*+W�XYZYX[#
&
��Ô
➔


������ � $�����
4�"� �*� ��� ����
���
<� ��� � �	���%���'& $"� � ����
4�"���
±R�G*"��\�%L�.�zy�� �~���,�L%�XY&9��% #G�
�L����*����ª�$�]&Á¬ " � � " *+�7&7XY�����®#G�
�L����*����$#��
�$����XY&
#9�(��ZY&7X " Z[�$#]*$)��$��XY%�ê&
���G*���&7X[	�%L# v��L\����
�5¨�Ô o w¸Ô *��
��*�¦'�L� " �
	��$�$#
#
�����v�$#
&°*�#
#
	���X[�$����%L�9&
��� " ���G*+&7���
� ��·���q���& " ���7X[	���X[¦'�L������%,&Z[�$#§�$	�% �L\����G*+&7X[	�%L#]#
	�%,& " �
	 " *+\��$�$#�)����
#�Z[�$#9&
��� " ���G*+&7���
�$# " ZY�L#�W�*�#
#
�$#¾Ô 
�% " �
	��$�$#
#
�������
�$�$��)�*+%'&§��%L��$	�% �L\����G*+&7X[	�%D�
�L	�X[#
XY&°*+Z[	��
#v�$	������9�$	�% �L\����G*+&7X[	�%D���9��� " *+�7&v���9Zq* " �
	'�G��*+XY%L��#
	��L#7êË�
��* %[%L������ *+�nm�	/)�L	���	�\���%L�5¦'�g� XYZ~)�*�\���%L���
����qMZq*�����XYZYZ[�����
�5�$	�% �L\����G*+&7X[	�%���%'&7�
�`�$��ZYZ[�(¦'�g� XYZ�*��
�/��� ��&R#¥*��$	�% �L\����G*+&7X[	�%

�$	����G*+%'&
��Ô

���

���

��	


��

������

� �����������

���

�� 

!�"

#�$

%'&�(�)

* +-,.'/�0 +1* 2�3-4

rts*uLv Z�� � � ²��$����XY&9�F��ZY&7Xmê1&
��� " ���G*+&7���
�$#]����&
���7��XY%�X[#7&
��Ô
µËZ�#
� " 	�#
�¢�$� " ��%L�L*+%'&|��% " �
	�W�Z[�����9*+��%�XY)��¾*+�����¢Zq*]#7¬�%L�
���
	�%�X[#G*+&7X[	�%����$# " �
	��$�$#
#
�����
#/Ô+¶|%�� s=��&;Z[�$#

" �
	��$�$#
#
�����
#	�§��*+��&
�$#N&
��� " ���G*+&7���
�$#°*��$�$� " &
��%'& " �G*+&7X[¦'�L������%,&v&
	��L#;Z[�$#;��	���)�������%'&
#�q'*+Z[	��
#N¦'�g� �RW�*�#
#
�&
��� " ���G*+&7���
��q�&7�
�$# " ����#G	�%,&°*��$�$� " &
�$#¾Ô�¯R���$#7& " 	����
¦,�L	�X�Z[�$# " �
	'�$�$#G#
�����
# �]��*+��&
��&
��� " ���G*+&7���
������&7&
��%,&
" ZY�L#N���«&
��� " # " 	����;�
�¾*+ZYX[#
���NZ[�$# l

&7�G*+%L#
XY&7X[	�%L#|��%,&7�
��������·5XY%,&
���G*���&7X[	�%L#¾Ô'ë�*+�|�$	�%L#
�$¦'�L��%,&N��%�#G�
�L����*]���
�$	����F��%�X[�¾*+&7X[	�%L# " *+���
��%L����ã�ê1)�	��L#§��%,&7�
�ª������· " �
	'�$�$#G#
�����
#9�$#7& " ZY�L#9*��L* " &
�ª¦'�g� ��% #
�
�L����*5W�Z[	�¦'��*+%,&*+&7&
��%L�L*+%'&�¦,�L�(&
	��L#§Z[�$# " �
	��$�$#
#
�����
#]*+X[��%,& uÚ*+XY&RZ[�$# l

&7�G*+%L#
XY&7X[	�%L#¾Ô~pb*�)�*+\��L�(���5#7¬�%L�
���
	�%�X[#G*+&7X[	�% " *+�7&���$# " �
	'�$�$#
#G�����
# �`��*+��&
�$#�&
��� " ���G*+&7���
�$#§��&9#G� " �
	 " *+\��ª)����
#�Z[�$#�W�*�#G#
�$#�&
��� " ���G*+&7���
�$#¾Ô
➔


������ � $�����
4�"� �)���*����� 
� 
<� ����� �	�����"�'& $"� ������
4�����
³R*+�7&
#°��&v)�*+%fp~*�*+�7�L	¾)���% � ���M	�%'&°���,�L%�XM��% *+ZY\�	��7XY&7�����R��XY&��]#7¬�#7&
	�ZYX[¦'�L� ��q'�L*+%L#|Z[�$¦'�L��Z���%L�§�
��* %[%L�

�L	���	�\���%L� v ��%�\���%L���
�$� ��&
��� " ���G*+&7���
���$	�%L#7&G*+%,&
��wR�$#7&]��XY)�X[#
�$�`��% p
#
	��L#?êË�G��* %[%L�$#����5Z[	�%�\��L����� L

p

v
L��&G*+%'&`Z[�Q%L	��FW��
� &
	�&G*+Z¢�� XY&
���G*+&7X[	�%L#���&

p
Z[��%L	��FW��
� ��� " �
	��$�$#
#
�����
# w¸ÔN¯«	������ Z[�Q��	�%,&7�
�DZq* �L\����
�¨�ÔzyIqLZ[�ª#
�
�L����*�����Z1� *+ZY\�	��7XY&7�����F�$#
&�&
��Z~¦,�L�ªZ[� " �
	'�$�$#G#
����� Pj , j ∈ {1, ..., p − 1} %L��������*+�7�
�(#G*�#G	��L#?ê�G��* %[%L� ��Zq*�&
��� " ���G*+&7���
� Tn, n ∈ {0, ..., p−1} ¦'�L�9Z[	��
#
¦'�L��Z[� " �
	'�$�$#
#G����� Pj−1

*�&
���7��XY%L�§���9\���%L���
���
Zq* #7X[��%�%L���Q������5&
��� " ���G*+&7���
��ÔÖ`� *+��&7�
� " *+�7& � �
��*�¦'�L�`XY%,&
���G*���&7X[	�% qZ[� " �
	��$�$#
#
����� Pj

��	�XY&]�G�L	�X[#7XY�
�$	������®�$	�% �L\����G*+&7X[	�% ��� ��� " *+�7& " 	�����Zq*�#
	��L#?êË�G��* %[%L�®���D&
��� " ���G*+&7���
� Tn

��%'&7�
� Zq*��$	�% �L\����G*+&7X[	�%



Z�� � � !,�"!$#c#�� #c��`�!I�����~
i` ��Z

v
Xj,n−1

w]¦'�g� XYZ«* 	�W�&
��%'� � Zq*D&
��� " ���G*+&7���
� Tn−1
��&(Zq* �$	�% �L\����G*+&7X[	�% ����Zq*®#
	��L#?êË�G��* %[%L�Q��%�\���%L���
�$�

" *+�9Z[� " �
	'�$�$#G#
����� Pj−1
�5Zq*`&
��� " ���G*+&7���
� Tn

v
Xj−1,n

w¸ÔM¯«���G�L	�Xm· #G� uÚ*+XY&���� u1*��$	�% " �
	�W�*+W�XYZYX[#7&
���
� Zq* " �
	�W�*+W�XYZYXY&
�(���(�
�L	�X[#7XY� Xj−1,n

)�*+��& pn

pn−1+pn� Zq* " �
	�W�*+W�XYZYXY&
�(���(�
�L	�X[#7XY� Xj,n−1
�$#7&9��\,*+Z[��� pn−1

pn−1+pn	��
pn

��&
pn−1

)����7X ����%,&5�

pn =
1

ZTn

exp

(

−E(Xj−1,n)

Tn

)

pn−1 =
1

ZTn−1

exp

(

−E(Xj,n−1)

Tn−1

) v?¨�Ô ��¨�w

ZT =
∑

x∈Ω

exp

(

−E(x)

T

) v?¨�Ô ��©.w

pn
��&

pn−1
�$	��7�
�$# " 	�%L����%,&�*+��· " �
	�W�*+W�XYZYXY&
�$#��L*+%L#FZq*®��X[#
&7�7XYW���&7X[	�% #
&G*+&7X[	�%�%�*+XY�
�Q���$#`�$	�% �L\����G*+&7X[	�%L#

Xj−1,n
��&

Xj,n−1
�
�$# " �$��&7XY)�������%'&¾Ô2p~* �$	�%L#7&G*+%,&
� ���Q%L	��7��*+ZYX[#G*+&7X[	�% ZT

%g����&G*+%'& " *�#5�¾*+Z[����Zq*+W�Z[� ��%
" �G*+&7X[¦,�L�ª	�%®Z1� * "�" �
	'�G�L� " *+��Zq*���X[#7&7�7XYW���&7X[	�%!%L	��7��*+Z[��Ô

� �
�

���
�

���
	


��


� ���������
�

���
�

� ������ �!
�

"$# %'& (*) +$, -$. /*0

1$2 3'4 5*6 7$8

9$: ;'< =*>

?$@ A'B

C$D

E$F

G*H

I$J

K'L

MON

PRQ

S'T

U'VXW$Y

Z []\^`_�a [�Z bRc]d

rts�uLv?Z��_[ � ²§�$����XY&��(��ZY&7Xmê1&
��� " ���G*+&7���
�$# " �
	�W�*+W�XYZYX[#7&
��Ô
¯«��&]*+ZY\�	��7XY&7�����`�$#7&§W�X[��% *��L* " &
� ����% �
�$#
�¾*+�!��� " �
	��$�$#
#
�����
#R��	�%,&RZq*�&
	 " 	�Z[	�\�X[�F�$#7&§��% *+%�%L�¾*+� q%L�¾*+%���	�XY%L#ªXYZ^uÚ*+��& u1*+XY�
��*+&7&
��%,&7X[	�%Õ*+��%L	��FW��
����� " �
	'�$�$#G#
�����
#¾Ô=¶N%K� s��&�qA¦'��*+%L��Z[�`%L	��(W��
����� " �
	+ê�$�$#
#
�����
#§*+��\�����%'&
�(Zq*�Z[	�%�\��L�����§���$#�#G	��L#?êË�
��* %[%L�$#R��XY��XY%,�L��qA	��9XYZ�u1*+��&�¦'�L��Z[�$#�#
	��L#7êË�
��* %[%L�$# " ��X[#
#
��%,&�$	�%,)����7\�����)����
#�Zq*`��X[#7&7�7XYW���&7X[	�%!���(±]XYW�WL#¾Ô

X �xw ��� �d3�G,689E+.4=A8DO7.D�N;N
	�NE3~4 A8DO753~4�4�D�9;45B�68NE+.9EATN;3�4
pg� " �7XY%L��X " �9����Zq* " *+�G*+ZYZ[��ZYX[#G*+&7X[	�% " *+�v�$#
#G*+X[#|�(��ZY&7X " Z[�$#«�$#7&|���LuÚ*+XY�
�����$#N�
�$�
�L���
�G�L�$#«#
XY�(��ZY&G*+%L�$�$#v��%\���%L���G*+%,&����$#¢#
	��L#?êË�
��* %[%L�$#¢�$	�%L�����7�
��%'&
�$#�XY%L��� " ��%L�L*+%'&
�$#¾ÔL¯R���$#7&?ê+�sêË��XY�
�]¦,�L��Z[�$# p " �
	��$�$#
#
�����
# " *+�7&
��%,&�� ��%Õ������Q��&G*+&(XY%�XY&7Xq*+Z " ��X[#F�G��*�����% �¾*+Z[����Z[�Q��%L�Q#G	��L#?êË�
��* %[%L� ��	�%,&5Zq* Z[	�%�\��L�����`�$#7&(�$	�%'&7����Z[�$� " *+����$# " *+�G*+����&7�
�$# ��·��$#¾Ô:pg	��
#
¦'�L��&
	���&
�$#vZ[�$#v#
	��L#?êË�
��* %[%L�$#«#
	�%'&°�¾*+Z[����Z[�$�$#�q,Z[�$# " �
	'�$�$#G#
�����
#v#
	�%'&°#7¬�%L�
���
	+ê%�X[#
�$#§��&R	�% �G�L	�X[#7XY&]�$	������(%L	���)���ZYZ[�5�$	�% �L\����G*+&7X[	�% ���F��� " *+�7&]���$# " �
	��
��*+XY%L�$#]#
	��L#7êË�
��* %[%L�$#R��%L�F���$#



� � \]% �:�i�e�a`��cbd�i#��5%.�fbM�:��h����^%:`]#���� %:`

�$	�% �L\����G*+&7X[	�%L#��L%�*+Z[�$#¾Ôbå§% *+&7&
��%L�K��%L��*��$�$��Z[���G*+&7X[	�% #7���7&
	���&��DW�*�#
#G�`&
��� " ���G*+&7���
��Z[	��
#
¦,�L�`Z[��&G*+��·�� *��$�$� " &G*+&7X[	�% χ(T )
���$#«�$	�% �L\����G*+&7X[	�%L#Uvw%L	��(W��
�ª���]�$	�% �L\����G*+&7X[	�%L#�*��$�$� " &
�$�$# " *+�«�G* "�" 	��7&�*+�D%L	��`êW��
�Q�����$	�% �L\����G*+&7X[	�%L#��$#
#¥*$¬��$�$# w(�$#7&ª&7�
�$# uÚ*+XYW�Z[��qbX1Ô���Ô~¦'�g� XYZ0u1*+��&(&
�$#
&
���(W=�¾*+�L�$	�� " ���Q�$	�% �L\����G*+&7X[	�%L#*¾)�*+%'&5�����% &7�
	���)����5��%L�Q¦'��X°#
	�XY&`*��$�$� " &
�$��Ô�pg�$#5*+ZY\�	��7XY&7�����$#5�
� " 	�#G*+%,&`#7���F��%L� " *+�G*+ZYZ[��ZYX[#G*+&7X[	�% " *+��$#G#G*+X[#��(��ZY&7X " Z[�$#§#
	�%,&§��Zq*�#
#
�$#9#7��XY)�*+%,&§������·D���7XY&
���
�$#F�

①
pg�$# " *+�G*+����&7�
�$#]�$	�%'&7����Zq*+%,&�Zq*�Z[	�%�\��L�����]���$#R#
	��L#?êË�
��* %[%L�$#/ÔM¶N% \���%L���G*+Z;	�%!��%®��&7XYZYX[#G�ª��%!#G����Z°�Z[��%L	��(W��
�F�����$	�% �L\����G*+&7X[	�%L#R*��$�$� " &
�$�$#��Y¨¾��© �~	�� Z[�]%L	��FW��
�(���ª�$	�% �L\����G*+&7X[	�%L#R�$#
#G*¾¬��$�$#¾Ô

②
pg� %L	��(W��
�!��� " �
	'�$�$#G#
�����
#���&7XYZYX[#
�$#�qv�¾*+���$	������ Z1� *���	�%,&7�
� �§XY�
	�& �Y¨¾��y��;q;XYZ�¬ * ��%i%L	��FW��
�
	 " &7XY��*+Zv��� " �
	��$�$#
#
�����
#(*�#
#G	'��X[��*+� &G*+��· �� *��$�$� " &G*+&7X[	�% χ

q¦'��XNZY��Xmê1���������� " ��%L� ����Zq* &
���`ê
" ���G*+&7���
�������
�$����XY&¾Ô'å§%���X[#7&7XY%�\��L���G*(��	�%L��Z[�$#v*+ZY\�	��7XY&7�����$#¢*$)��$����%�%L	��(W��
� ��·������ " �
	��$�$#
#
�����
#���$#�*+ZY\�	��7XY&7�����$#R��	�%,&9Z[��%L	��FW��
�(��� " �
	��$�$#
#
�����
#9��)�	�ZY�L�F��¬'%�*+��X[¦'�L������%,&$�Y¨ �ËÔ

✒ � �b }i��% �^%��^�"���:%:`�`�%�����`%y�� %��$#��~
i�~�i% �i� �^%:`?`��~�i` � ��hi!��;
�% `?�.�
�����#e� %��^!,� #e%U
��b }i��%
�i%|�.�~
 y^�����!I�����~
i`a!,�.�.% ����� %:`

➔
� ?"�)� �*���"��
<� ����
4�"� - � � �)�!� ��
(+ �!� �%�"� & $"� � ����
(�"� ����� ��� � �!�

²�	��L#
#
��ZmêË²R*+\�	�&«��&¢ÖR�
��¬:u �L# �Y¨¾��© �A	�%'&¢����)���Z[	 "�" �R��%D*+ZY\�	��7XY&7����� " *+�G*+ZYZ[��Z[� " *+���$#
#G*+X[#°�(��ZY&7X " Z[�$#�	��Z[�$# " �
	��$�$#
#
�����
#]#
	�%'&ª#7¬�%L�
���
	�%�X[#
�$#����$#�¦'�g� ��%L���$	�% �L\����G*+&7X[	�%Õ* ��&
��*��$�$� " &
�$��Ô pg�����(*+ZY\�	��7XY&7������#7��XY&��%�#G�
�L����*R��* %[&7�
�¸êË�$#
��Zq*¾)��$#°�L*+%L#NZ[�$¦'�L��Z�Z[�¢��* %[&7�
����XY�7XY\���Zq*R�
�$�G�L���
�
�L����%��G�L	�X[#7X[#
#G*+%'&|Zq*]�$	�% �L\����G*+&7X[	�%
¦'��X#
���G*5*��$�$� " &
�$��q�����& �9�7	����¢Z[�$# p

�$#G��Zq*$)��$#���&¢\,*+�
������\,*+Z[������%,&9��%D��X[#7&
	��7X[¦'�L�]���RZ1���¸· " Z[	��G*+&7X[	�%gÔLµÁZ[#XY%'&7�
	'����X[#G��%,&(������·���	'���$#(����#7¬'%L�G���
	�%�X[#G*+&7X[	�% ���$# " �
	��$�$#
#
�����
#�q#
��XY)�*+%'&ª¦,�L�`Z1��	�%K�$#7& � ��*+��&
��	�� �W�*�#G#
�]&
��� " ���G*+&7���
�Q�
� * ��*+��&
�ª&
��� " ���G*+&7���
��q�Z[	��
#
¦,�L� χ(T ) > 1

p

&
	��L#9Z[�$# " �
	��$�$#
#
�����
#�#
	�%,&�#
¬'%L�G���
	�%�X[#
�$#§* " �
�$#R*$)�	�XY���)�*+ZY�L�ª��%L�(�$	�% �L\����G*+&7X[	�%gÔg¯«����	�����Z[�(#7¬�%L�
���
	�%L�F%g���$#7& " *�#�XY%,&
���
�$#
#G*+%'&���W�*�#
#
��&
��� " ���G*+&7���
��q�¾*+�~Z[	��
#
¦'�L�
χ(T )

�$#7&b&7�
�$#~W�*�#bZ[�$# " �
	'�$�$#
#G�����
#b#
	�%'&�#
¬'%L�G���
	�%�X[#
�$#N*+Z[	��
#b¦'�g� *+�L����%L�°�$	�% �L\����G*+&7X[	�%%g� *`��&
�(*��$�$� " &
�$��Ô
� *VW�*�#
#
�®&
��� " ���G*+&7���
��¦'��*+%L� χ(T ) < 1

p

Z[�$# " �
	��$�$#
#
�����
# ��)�*+ZY�L��%'& ��� ��*+%�X[���
� *�#7¬�%L�
���
	�%L����$#(�$	�% �L\����G*+&7X[	�%L#���&ª%L�Q#
	�%,&5#7¬�%L�
���
	�%�X[#
�$#5¦,�L��Z[	��
#
¦'�L��Z1� ��%Õ���$# " �
	'�$�$#G#
�����
#5* &7�
	���)�����%L��$	�% �L\����G*+&7X[	�%�*��$�$� " &G*+W�Z[��Ô¢¯«�D��	'��� ��� uÚ	�%L��&7X[	�%�%L������%,&�� W�*�#
#
�D&
��� " ���G*+&7���
� %L� " ����& " *�#�&7�
���
��&
��%'� " 	����`���$#5��*+��&
�$#`&
��� " ���G*+&7���
�$#��¾*+���$��Zq* uÚ*¾)�	��7X[#
���G*+XY&�Z[�$#`�$	�% �L\����G*+&7X[	�%L#���	�%,&`Z[�
&
��� " #������)�*+ZY��*+&7X[	�% �$#7&Q�$	����7& " ��X[#
¦'�L� Z1��	�% \,*+�
��� Zq* " �
����X[���
�!�$	�% �L\����G*+&7X[	�%�*��$�$� " &
�$��Ô«å§%
" ����&��
�$#G	��L���
���$� " �
	�W�Z[��������%K#7¬�%L�
���
	�%�X[#G*+%'&5* " �
�$#(*¾)�	�XY�F*��$�$� " &
� " ZY�L#7X[�����
#(�$	�% �L\����G*+&7X[	�%L#�q�$�§¦'��X " ���7����&7&7�G*+XY&��� *$)�	�XY����%D��	�����Z[�§���]�$	����F��%�X[�¾*+&7X[	�%L#���%�X[¦,�L� " 	����°Z[�$#«��	����$# �ªW�*�#
#G�§��&��*+��&
��&
��� " ���G*+&7���
��Ô¯«��& *+ZY\�	��7XY&7�����K\,*+�G*+%,&7XY& Z[�$# ������$#!�$	�%L��XY&7X[	�%L#!���K�$	�%')����7\���%L�$�Õ¦'�L� Z1� *+ZY\�	��7XY&7�����Õ#
�$¦,�L��%'&7X[��ZF��&

*+W=	���&7XY& �5W�*�#
#G�]&
��� " ���G*+&7���
� �5��%L�(*��$�$��Z[���G*+&7X[	�% p
vwZ[��%L	��FW��
�(��� " �
	��$�$#
#
�����
#9�$#G��Zq*$)��$# w¸Ô

➔
� ?"�)� �*���"��
<� ����
4�"�+�"� ����� � � � � � �*� 
 � � �	�$�%�"�'& $"��������
(�"��� ����� ��� � �!� �

¯«	�%,&7�G*+XY�
������%,& *+��#
�
�L����* " �
�$�$�$����%,& Z[�$# " �
	��$�$#
#
�����
#�%L�!#
	�%,&�#
¬'%L�G���
	�%�X[#
�$#Q¦'�L� Z[	��
#
¦'�L� Z1� ��%�����%'&7�
�]����· *F*��$�$� " &
� M
�$	�% �L\����G*+&7X[	�%L#�*¾)��$�

M ≥ 1
Ô�¯°��*�¦,�L� " �
	��$�$#
#
����� " �
	'����XY&¢��%L�R#
	��L#?êË�G��* %[%L�uÚ	��7���$�ª���

M
�$	�% �L\����G*+&7X[	�%L#R��% ��&7XYZYX[#¥*+%,&�Z1� *+ZY\�	��7XY&7�����F���$���7XY& " *+�9Zq*��L\����
��¨�Ôzx�Ôp|� *+%�*+ZY¬�#G�Q���Q�$��#
�G�L����*®��� " *+�G*+ZYZ[��ZYX[#G*+&7X[	�% " *+� �RXY�
	�& �Y¨¾��y �«��	�%,&7�
�D¦'�L�

M
�$#7&(��% " *+�G*+����&7�
��$#G#
��%,&7X[��Z �Õ�¾*+�L#
�!���$#D��Xts���
��%,&
#D�
��\�XY���$#D���!Z1� *+ZY\�	��7XY&7������Ô�*VW�*�#
#
�!&
��� " ���G*+&7���
���$	������ " �������

�$	�% �L\����G*+&7X[	�%L# #
	�%'&Q*��$�$� " &
�$�$#�	�% " ����& " �
��%L���
� M " �
	'�G�L� 	�� ��\,*+Z � ��% " ��X[#
¦'�L� Z1��	�% * " ���i����$	����F��%�X[�¾*+&7X[	�%L#¾Ô;Ö]� " ZY�L#(�$��Zq* " ���7����&5�� *$)�	�XY�5��%L��*��$�$��Z[���G*+&7X[	�% ��*s·�XY��*+Z[��ÔbµË%')����
#
������%,&��D��*+��&
�



Z�� � � !,�"!$#c#�� #c��`�!I�����~
i` ���

T ← T0 � �-��� ����
g�����	
� �"�������"�3� �
X ← X0 ���O� ��� �3��
����� � �Q�����"������� �Da3��� � `������"�-� �3� � � ��� �C 8:9�+!(.8:9�(%&�+18O7�)�;�;.)69�+

Pj , j ∈ {0, ..., p− 1}
Y j ← X ��� �g�-� �"`^����� � �Qa3�D� � ` � ��� ����
����� � �ta1�Da3�g�	�3
_�#,$�&'$-(.)-+

m← 0 ���O� ���-�V����
 a3��]�` � ��� �3�	
�3��� � ��] �3`^`^�g�-�V� ��]#%$6&'$-(.)-+
Y ′

j ← � 8:9�U )�?�?�)47�8:B:N'P:9�+35@(.=�8:B ��� ����]_� a�� � �_��� � 
g����� � �
	 =

min

»
1, exp

„
−E(Y ′

j)−E(Yj)
T

«– 5R?�8@+	; ��� ����]_� a�� �3`^`^�g�-�V����� � �
Yj ← Y ′

j

m← m + 1X�=VBW;�=
Y292;�Z29S[ E m = M � M

` � ��� ����
����� � ��]D�3`^`^�g�-�V� ��]	�
 B27�O+18 B2=�;.5@(.=�8:BWP ?�8RK25R?�)
X ← min {Yj , j ∈ {0, ..., p− 1}} ��� �"]^����� � ��
 a3��� � `�� �����-���3� � � ��� �
Yj ← X ���O� ��� �3��
����� � �ta3� a3�g�	��
_�Sa3��� ���-
 � `��������-� ] � �	] � `��������-�

T ← g(T ) � g
��] �I]^��
_�"`��V��� �����'a3�^`�
 � �"] ]_�����V�YI9�;�Z29\[ EJb*c�d�egf�c hji�k l	c�c m�eqn	o�c�d pqoX�=VBW&'8:9O+

rts�uLv Z�� � � ³§ZY\�	��7XY&7�����(�¸·��$����&
� " *+���G��*�¦,�L� " �
	'�$�$#G#
�����9Z[	��
#��� ��%®�
�$����XY& " *+���$#
#¥*+X[#��(��ZY&7X " Z[�$#]*$)��$�#7¬'%L�G���
	�%�X[#G*+&7X[	�% *+�®WA	���&9���
M

�$	�% �L\����G*+&7X[	�%L#R*��$�$� " &
�$�$#/Ô
&
��� " ���G*+&7���
� " �
�$#
¦'�L� &
	���&
�$#`Z[�$#`�$	�% �L\����G*+&7X[	�%L#�#
	�%,&�*��$�$� " &
�$�$#�q|*+�L#G#7X " 	����5%L� " *�#�*¾)�	�XY�`&7�
	 " ����$	����(��%�X[�¾*+&7X[	�%L# ��&�%L� " *�#au1*$)�	��7X[#
��� �$���7&G*+XY%L�$#D�$	�% �L\����G*+&7X[	�%L# 	�% " �
��%L� M

�
��Zq*+&7XY)�������%,&D\��G*+%L�Ô
Ö5� *+��&7�
� " *+�7& �RXY�
	�&|������	�%,&7�
�9¦'�g� �§W�*�#
#
�°&
��� " ���G*+&7���
��q'*$)��$� M = 1

q�XYZ��¸·�X[#7&
�°��%�%L	��(W��
��	 " &7XY��*+ZL���
" �
	'�$�$#
#G�����
#�q�%L	��(W��
�9¦'��XL���
	�%[&NZ[	��
#
¦'�L�¢Z[�¢&G*+��·`�� *��$�$� " &G*+&7X[	�% χ(T )

���$���
	�%[&v��&N¦'��XL��� " ��%L����\,*+Z[������%'&���$# " ��� uÚ	��7��*+%L�$�$#����ªZq*5��*��
��XY%L� " *+�G*+ZYZ[��Z[��Ô
* " *+�7&7XY�9���D&G*+��·Q�� *��$�$� " &G*+&7X[	�% χ(T )

	�% " ����&«�¸· " �7XY������Z[��&
��� " #¢��	/¬���% ��X[# " 	����¢	�W�&
��%�XY����%L��$	�% �L\����G*+&7X[	�%�*��$�$� " &G*+W�Z[�5#7���9��% " �
	��$�$#
#
�����F� t = c
χ(T )

qL	��
c
¦'��X~�$#7&9��%L�(�$	�%L#7&G*+%,&
�5�$	��7�
�$# " 	�%L�L*+%,&*+� &
��� " #���X[# " 	����9�G�L	�X[#7XY��q���)�*+ZY�L���9��&�&
�$#7&
���¢��%L���$	�% �L\����G*+&7X[	�%gÔAå§% #7� "�" 	�#
�]��� " ZY�L#�¦,�L�]Z[�R&
��� " #���Q#7¬�%L�
���
	�%�X[#¥*+&7X[	�% ���

p " �
	��$�$#
#
�����
#5�$#7&F���QZq* uÚ	��7���
tsync = a · p

Ô�³�Z[	��
#FZ[��%L	��FW��
� 	 " &7XY��*+Z¢���
" �
	'�$�$#
#G�����
# �`Zq*5&
��� " ���G*+&7���
� T

)�*+��&ª�

Popt(T ) =

√

t

a
=

√
c

a
·
√

1

χ(T )

v?¨�Ô ���.w

✒ � �~b }i��% �^%��^�"���:%:`�`�%�����`a����~#c�i!$
� � ��
i!$bg� " �i% bM%�
�
p|� ��%����$# *+ZY\�	��7XY&7�����$# " *+�G*+ZYZ[��Z[�$# ��	�%,&DZ[�®%L	��FW��
����� " �
	��$�$#
#
�����
#D��)�	�ZY�L���$#7&�Z1� *+ZY\�	��7XY&7����� ����K��XY)�X[#7X[	�% � �Y¨ �ËÔ«Ö�*+%L# �$��& *+ZY\�	��7XY&7�����

p " �
	��$�$#
#
�����
#D��%�\���%L���
��%'&�� ��*+��&
� &
��� " ���G*+&7���
� p
#
	��L#?ê

�
��* %[%L�$#����|Z[	�%�\��L����� L
p , L ∈ � ��&G*+%'&bZq*�Z[	�%�\��L�����b���|Zq*9�
��* %[%L� ��&
��� " ���G*+&7���
�«�$	�%L#7&G*+%,&
� v ���$#
�$��%'&
� " *+�" *+ZYX[���
# w¸Ô:pg	��
#G¦,�L��Z[�$#°#
	��L#?êË�G��* %[%L�$#v#
	�%'&v&
	���&
�$#v�¾*+Z[����Z[�$�$#�q,	�%��G�L	�X[#7XY&°�$	������§�$	�% �L\����G*+&7X[	�%Q������� " *+�7&Zq*]�$	�% �L\����G*+&7X[	�% �L%�*+Z[�����¢Z1� ��%L�����$#

p
#
	��L#?êË�G��* %[%L�$#¾Ô�p~*��$	�% �L\����G*+&7X[	�%��
��&
��%,�L�9�$#7&|�G�L	�X[#7X[�����¢��*+%�X[���
�

" �
	�W�*+W�XYZYX[#7&
�ª�$	��������L*+%L#¢Z1� *+ZY\�	��7XY&7����� �F#7¬�#7&
	�ZYX[¦'�L� � vw)�	�XY�ª¨�Ô oLÔY¨�w qL*¾)��$�
p
�$	�% �L\����G*+&7X[	�%L#§�$��&7&
� u 	�X[#

*+��ZYX[�������«������·Ô�* �G��*�¦,�L�¢W�*+X[#G#
�����«&
��� " ���G*+&7���
��q�XYZIu1*+��&N¦,�L�¢Z[�$#N#G	��L#?êË�
��* %[%L�$#|#G	�X[��%,&°*+ZYZ[	�%�\��$�$#�q�* �L%



� � \]% �:�i�e�a`��cbd�i#��5%.�fbM�:��h����^%:`]#���� %:`

��� " 	���)�	�XY�(*+&7&
��XY%L���
�`Z[�`¦,��*�#7XmêË�$¦'��XYZYXYW��
��Ô~¯R���$#7& " 	����
¦,�L	�XN	�% �
��\��
	�� " �FZ[�$# " �
	��$�$#
#
�����
#ª*+� �$	����
#����Z1� *+ZY\�	��7XY&7������q�Z[�$# " �
	'�$�$#
#G�����
#��� ��%�\��
	�� " �¢��%�\���%L���
��%,&°*+Z[	��
#;��%L��#G	��L#?êË�
��* %[%L����%`��&7XYZYX[#G*+%'&N��%`#G�
�L����*
" *+�ª�$#G#G*+X[#]�(��ZY&7X " Z[�$#`*�#7¬�%L�
���
	�%L�$#¾Ô p~�$# " �
	'�$�$#G#
�����
#ª#
	�%'&��
��\��
	�� " �$#ª���$#(¦,�L�`Z[�`&G*+��· �� *��$�$� " &G*+&7X[	�%���$#«�$	�% �L\����G*+&7X[	�%L# " *�#
#
����% ���$#
#G	��L#v��� 50%

q���&°�$�$��X'�¼�L#G¦,�g� ��	�W�&
��%�XY�«��%L�R#
����Z[��#
	��L#7êË�
��* %[%L�R¦,��XA#
	�XY&
���]&G*+XYZYZ[�

L
Ô

X��xw �eY 	23$7:B 3V103VA87:/�GI3~4�4�3�687:4
pg� " �7XY%L��X " ����� Zq* " *+�G*+ZYZ[��ZYX[#¥*+&7X[	�% " *+�]uÚ���7������� " �
	��$�$#
#
�����
#D�$#7&D&7�
�$#D#7XY� " Z[��Ô 
§% " �
	��$�$#
#
�������* %[&7�
����%�\���%L���
�9���$#N�$	�% �L\����G*+&7X[	�%L#�� " *+�7&7XY�|���¢Zq*]�$	�% �L\����G*+&7X[	�% �$	����G*+%,&
��q�#G	�������&7&G*+%,&°�G��*�����%L�9���$#�$	�% �L\����G*+&7X[	�%L#R	�W�&
��%,�L�$# �5��% " �
	��$�$#
#
�����9�$#
��Zq*¾)��ª�
��*+�7\��ª���ªZ1����)�*+ZY�L���9��&����]&
�$#
&
���9#
	�%®*��$�$� " &G*+&7X[	�%gÔp~	��
#
¦,�L� Z1� ��%i���$#��$#
��Zq*$)��$# *��$�$� " &
� ��%L� �$	�% �L\����G*+&7X[	�% q°XYZ�*$)����7&7XY&QZ[�D��* %[&7�
� ¦,��X9#
¬'%L�G���
	�%�X[#
�®*+Z[	��
#Z1����%L#G���(W�Z[�D���$#F�$#G��Zq*$)��$#`��&F����&����?	����5#G* �$	�% �L\����G*+&7X[	�%i�$	����G*+%'&
��q " ��X[#5Zq* �
�$�
�L���
�
�L�D�
� " �
��%L�Ô|¯«�&Á¬ " �(��� " *+�G*+ZYZ[��ZYX[#G*+&7X[	�% �$#7&R*+X[#G��������&7&7�
�F��% (]��)'�
�F��& " �
	�����XY&§��%L�F�
��* %[%L�`���(�*+�nm�	¾)®X[����%,&7X[¦'�L� ��$��ZYZ[�(¦,�L� " �
	�����XY�G*+XY&9Zq*`)����
#7X[	�%!#
�$¦,�L��%'&7X[��ZYZ[��Ô¯«��&7&
� " *+�G*+ZYZ[��ZYX[#¥*+&7X[	�% %g���$#7&¢��*+ZY�L�����
���L#
������%,& " *�#«&
	����7	����
#«&7�
�$#�� ���¾*��$��Ô�¶|%D� s��&�q �(��*+��&
�R&
���`ê

" ���G*+&7���
� " �G*+&7X[¦'�L������%,&F&
	���&
�$#�Z[�$#ª�$	�% �L\����G*+&7X[	�%L#F&
�$#7&
�$�$#ª#
	�%'&F*��$�$� " &
�$�$#(�$��¦'��X|#
�5&7�G*�����XY& " *+�ª���%L	��FW��
���L#
�$#`#7¬�%L�
���
	�%�X[#G*+&7X[	�%L#�q;���	��Õ��% ��*+%L¦'�L�Q���� ���¾*���XY&
��Ô|¯«��#G�
�L����*®%g���$#7&F��% uÚ*+XY&FXY%,&
���
�$#
#¥*+%,&
¦'�g� �(W�*�#
#
�§&
��� " ���G*+&7���
��q���&���%L�$	��
��q!�(�$	�%L��XY&7X[	�% ¦'�L��Z[�R&
��� " #¢����\���%L���G*+&7X[	�% �� ��%L�R%L	���)���ZYZ[�]�$	�% �L\�ê���G*+&7X[	�%Õ#
	�XY&]%L��&7&
������%,&(XY%IuÚ���7X[�����(*+� &
��� " #���X[# " 	�����Z1����)�*+ZY�L���ª��&�Zq* &
�$#
&
���¾ÔÖ]*+%L#]Z[���¾*�#��$	�%'&7�G*+XY�
�Zq* " *+�G*+ZYZ[��ZYX[#G*+&7X[	�% " *+�fu ���7���®��� " �
	'�$�$#G#
�����
#�%g� *Õ*+WL#
	�ZY������%,& *+�L����% XY%'&
��� �&Q��%i�G*+X[#
	�%����i\�	���Z[	�&
�����&7�G*+%�\�Z[������%'&R¦'�L�]�
� " �
�$#
��%'&
�ªZq*`\���%L���G*+&7X[	�% ���$#9�$	�% �L\����G*+&7X[	�%L#¾Ô
X��xw �xw �]D�N;G,6TN;4 4�A )�G,6TNED+.9��n4

� ��XY&
� � ���"��� �Y¨¾�.k �°	�%,&(�$	�%���� ��%L��)����
#7X[	�% " *+�G*+ZYZ[��Z[�Q���K�
�$����XY&(#7XY�F��Z[����%K�
����*+�
¦'��*+%,&F¦'�L��Z1��	�%
" 	���)�*+XY&;	�W�&
��%�XY�;��%`�
�$�$	���)��
������%,&v���`&
��� " #N���¢�¾*+Z[����ZL�� ��%L�¢�$	�% �L\����G*+&7X[	�%���&N���«�$��ZYZ[�¢¦'��X'Zq*R#7��XY&¾Ô�¯«��
�$�$	���)��
������%,&]�$#7&9	�W�&
��%'�!��%®�¾*+Z[����Zq*+%'&§������*+%�X[���
�5*+%,&7X[��X " �$�ªZq*`�$	�% �L\����G*+&7X[	�%�#7��XY)�*+%'&
�ª#G*+%L#9#¥*$)�	�XY�#
XZq*��$	�% �L\����G*+&7X[	�%!�$	����G*+%'&
�F#
���G*�*��$�$� " &
�$�F	�� �
� u �L#
�$��Ô�¯R���$#7&?ê+�sêË��XY�
�(¦'�L� " ��%L�L*+%,&�¦'�g� ��% " �
	��$�$#
#
�������)�*+ZY�L�]Zq*`�$	�% �L\����G*+&7X[	�%!�$	����G*+%'&
��q�������· *+��&7�
�$# " �
	��$�$#
#
�����
#���)�*+ZY�L��%,&R�
��*�����% ��%L���$	�% �L\����G*+&7X[	�% ¦,��X
" 	�&
��%,&7X[��ZYZ[������%'&§Zq*�#7��XY)'�G*+XY&¾Ô�p|� ��%=u1*+X[#G*+%,&9Z1� �'¬ " 	�&7�L�$#
�ª¦'�L��Zq*��$	�% �L\����G*+&7X[	�% �$	����G*+%,&
�F#
���G*�*��$�$� " &
�$�*+Z[	��
# ¦'�L� Z1� *+��&7�
� #7� "�" 	�#G� ¦,�g����ZYZ[� #
���G*K�
� uw�L#
�$��Ô¢å§% " ����&Q��	�%L� #
�
�L����*+&7X[#G��� �$��&7&
� " *+�G*+ZYZ[��ZYX[#G*+&7X[	�%
" *+�R��%K*+�7W��
�(W�XY%�*+XY�
�`�� *��$�$� " &G*+&7X[	�% 	������F�
� uw�L#]���$#]�$	�% �L\����G*+&7X[	�%L#¾Ô�pg	��
#
¦'�L�FZq*�#7��XY&
�`���5���$��X[#7X[	�%L#*+W=	���&7XY&�����%L� uÚ����XYZYZ[������Z1� *+�7W��
��q'Zq*��$	�% �L\����G*+&7X[	�%D	�W�&
��%,�L� " *+�°�$� " �
	��$�$#
#
�����°�$#7&v��%,)�	/¬��$� �]Zq*]�G*���XY%L����]Z1� *+�7W��
� " ��X[#�Z[��&7�G*+XY&
������%'&��
� " �
��%L�Ôp~* " �7XY%L��X " *+Z[�!¦,�L�$#7&7X[	�%�¦,�L� " 	�#
�®�$��&7&
� " *+�G*+ZYZ[��ZYX[#G*+&7X[	�% �$#7&���� #¥*$)�	�XY�Q¦'�L��ZYZ[�=uÚ	��7��� ��	�XY&D*$)�	�XY�
Z1� *+�7W��
��Ô 
§% *+�7W��
�FW�XY%�*+XY�
���$¦'��XYZYXYW��
� u 	��7���`���

p " �
	'�$�$#
#G�����
# " ���7����&7&7�G* ���	�W�&
��%�XY����%L��*��$�$��Z[���G*+&7X[	�%�$	��7�
�$# " 	�%L�L*+%'& �5Zq*5��*+��&
���������]Z1� *+�7W��
�F#
	�XY& log2(p + 1)
q���*+X[#��$��&�*+�7W��
��%g���$#7& " *�#�*��L* " &
�(*+� �
�$����XY&#
XY�(��Z[��Ô�¶|% � s��&�qL	�%!#¥*+XY&§¦'�L��Z[�ª&G*+��· �� *��$�$� " &G*+&7X[	�% ���$#��$	�% �L\����G*+&7X[	�%L#])�*+�7X[�(*$)��$�FZq*�&
��� " ���G*+&7���
��qXYZg�$#
&9��	�%L�ª��Zq*+XY��¦'�L��Z1� *+�7W��
�ª��	�XY& �&7�
�����$#
�$¦'��XYZYXYW��
�(��% uÚ	�%L��&7X[	�%®���ª�$�]&G*+��·ÔLµ¼���¾*+Z[������%,&5�

� µË%�XY&7Xq*+Z[������%'& ����*+��&
�§&
��� " ���G*+&7���
��q�¦'��*+%L��Z[��&G*+��· χ(T )
�$#
&v&7�
�$#«��Z[��)���q,Zq*(W��G*+%L�
�L�]�$	��7�
�$# " 	�%�ê�L*+%,& �5Z1� *��$�$� " &G*+&7X[	�%���	�XY& �&7�
�]&7�
�$#§����)���Z[	 "�" �$��Ô

� ëN��X[#Q��% �
�$�$¦'��XYZYXYW��G*+\��®�
��\���ZYX[��� * ZYX[��� q«���®#
	��7&
�!¦,�L�®Z1� *+�7W��
�!#G	�XY&��$¦,��XYZYXYW��
�!Z[	��
#
¦'�L� Z[�®&G*+��·
�� *��$�$� " &G*+&7X[	�% χ(T )

)�*+��&
50%

Ô



Z�� � � !,�"!$#c#�� #c��`�!I�����~
i` �~[

� ¶N%L#7��XY&
�ªZ1� *+�7W��
�(#
�����$#
�$¦'��XYZYXYW��
���5%L	���)��¾*+� " 	����§	�W�&
��%�XY� �`W�*�#
#
�]&
��� " ���G*+&7���
�ª��% *+�7W��
�ª��	�%,&Zq*5W��G*+%L�
�L�F�����
� u �L#9�$#7&�&7�
�$#9����)���Z[	 "�" �$��ÔµËZ u1*+�L���G*+XY&���	�%L� u1*+XY�
� ��)�	�ZY�L����Zq*5u 	��7��� ��� Z1� *+�7W��
� ��%Vu 	�%L��&7X[	�% ��� &G*+��· �� *��$�$� " &G*+&7X[	�% *�#
#
	���X[� �
��% " *+ZYX[��� ���!&
��� " ���G*+&7���
��Ô¢Ö`� *+��&7�
� " *+�7&�q�*+� �$	����
#D���®Z1� *+ZY\�	��7XY&7������q«Z[� �
�L����XY%L������%,&!�L*+%L#QZ1� *+�?ê
W��
��#
�5&7�G*�����XY& " *+�ª���$#]W��G*+%L�
�L�$#(¦'��X;%g��	�%,& " ZY�L#ª*+�L����%L�`��&7XYZYXY&
��Ô�å§% " ����&���\,*+Z[������%,&(�
�$��� " ���
���ªZ[�$#
" �
	'�$�$#
#G�����
#F��� �
�L����XY% �������$��X[#
X[	�% *+%'&
���7X[������*+� " �
	��$�$#
#
�����`��)�*+ZY��*+%'&5Zq*®�$	�% �L\����G*+&7X[	�%i�$	����G*+%,&
��ÔµËZ;#
���G*+XY&���	�%L�5XY%,&
���
�$#
#G*+%'&ª���`���,�L%�XY����%�*+ZY\�	��7XY&7����� " ���7����&7&G*+%,&ª���5�
�$��� " ���
������¬'%�*+��X[¦'�L������%,&ªZ[�$#
" �
	'�$�$#
#G�����
#«����)���%'�L#¢XY%,��&7XYZ[�$#9* �L%D��� " �
	�Z[	�%�\����«Z[�$#¢#
	��L#7êÁ*+�7W��
�$#°)����
#«Z[�$#
¦'�L��Z[#°Z[�§�¾*+Z[����Z " ����&«��)�	�ZY�L���¾ÔµËZOu1*+��&��
����*+�
¦'�L���§¦'�L���$��&7&
� " *+�G*+ZYZ[��ZYX[#G*+&7X[	�% " ���7����&����	�W�&
��%�XY�9��%L�(�
��* %[%L�(�����*+�nm�	¾)DX[����%'&7X[¦,�L�
���$��ZYZ[� ¦,�L� " �
	�����XY�G*+XY&�Z[� �
�$����XY&�#
�$¦,�L��%'&7X[��Z1Ô|Ö]� " ZY�L#`Z1� *��$�$��Z[���G*+&7X[	�% ¦'�L� Z[� �¾*+Z[����Z9# " �$����Zq*+&7Xtu " ����&* "�" 	��7&
������� " ��%L� u 	��7&
������%'&���� Z1� XY� " 	��7&G*+%L�$� ��� &
��� " #���X[# " 	�������)�*+ZY�L���`��%L� �$	�% �L\����G*+&7X[	�% " *+��G* "�" 	��7&§*+�®&
��� " #���X[# " 	�����Zq*5\���%L���
���¾Ô
X �xw ��� � DO7.D�N;NE)~N;9;4{B 3MB D�4�4{9 �

�§	��L#;��)�	�¦,�L	�%L#�Zq* " *+�G*+ZYZ[��ZYX[#G*+&7X[	�%���*�#
#
XY)��vW�X[��%�¦'�g����ZYZ[�°%L�«#
	�XY& " *�#|*+�L#
#7X�\���%L���7X[¦,�L�¢¦'�L�vZ[�$#N*+��&7�
�$#&
�$�
��%�X[¦'�L�$#ª��� " *+�G*+ZYZ[��ZYX[#¥*+&7X[	�%gÔg¶N%�� s=��&�q=�$��&7&
�5&
�$�
��%�X[¦'�L�`%g���$#7&�* "�" ZYX[�¾*+W�Z[��¦,�L� " 	����R���$# " �
	�W�Z[�����$#*$¬,*+%,&`�$���7&G*+XY%L�$#`�¾*+�G*���&
���7X[#7&7X[¦'�L�$#5*+�Õ%�XY)��¾*+� ����Z1���$# " *��$�������
�$�G�L���
�
�L�D��&F����Zq* uÚ	�%L��&7X[	�%Õ�����%L���7\�X[��Ô
�§	��L#5*+ZYZ[	�%L#ªXYZYZY�L#7&7�
���(�$� " �
	 " 	�#F��% " �
�$#
��%,&G*+%'&FZ[���¾*����
�Q�L*+%L#ªZ[�$¦'�L��Z|Z[���
�$����XY&(#
XY�(��Z[����X[#G���
��& " ����&�&7�
����*�#
#7XY)�������%'& " *+�G*+ZYZ[��ZYX[#
��Ô�¶|%L#7��XY&
��%L	��L# " *+�7Z[���
	�%L#°���¢Zq* " *+�G*+ZYZ[��ZYX[#G*+&7X[	�% ���¢Z1� *+ZY\�	��7XY&7�����9W�*�#
�9#
���Z1���$¦,��*+&7X[	�% ���9Zq*F��Xts=�L#7X[	�% q'¦'��XEq'%L	��L#vZ[�§�G* "�" ��Z[	�%L#�q,�
�$¦'��X[���7&°��%L� uÚ	�%L��&7X[	�%D�����%L���7\�X[�R��	�%,&¢Z[�§\��G*���X[��%,&�$#7&9���,�L%�X1Ô

✒
\ %:� �i�e� `��cbd�i#�� ����`��.��%.�

¶N% *+%�*+ZY¬�#G�§�� XY��*+\��$#¢Z[�$#¢* "�" �
	'�G�L�$#¢��*+�nm�	¾)�X[��%�%L�$#�*�#
#
	���X[�$�$#¢*$)��$�]Z[�$#°&
�$�
��%�X[¦'�L�$#�#7&G*+&7X[#7&7X[¦'�L�$#«���Z1���$#7&7XY��*+&7X[	�% W�*$¬��$#7X[��%�%L� �$	�%L����X[#
��%'& � �
�$#
	��L���
� ���$# " �
	�W�Z[�����$#5&
��Z[#5¦'�L�QZq* �
�$#7&G*+���G*+&7X[	�% �� XY��*+\��$#� o,� �~	�� Zq*`#
��\�����%,&G*+&7X[	�% �zl�© �~��% 	 " &7XY��X[#G*+%'&���%L� uÚ	�%L��&7X[	�%®�����%L���7\�X[��Ô�Ö�*+%L#9�$���¾*����
��q�*+XY%L#
Xg¦,�L���L*+%L#�$���7&G*+XY%L# " �
	�W�Z[�����$# ��� " �'¬�#7X[¦'�L��q«	�% * ��%��$# " *��$�!���!�
�$�
�L���
�G�L�K¦,��X]�$#7& ���®Zq*Mu 	��7���
Ω = Λ|S| q*$)��$�

S ∈ � + ¦'��X9�$#7&`Z1����%L#
���(W�Z[�®���$#�#7XY&
�$# vwZ[�$# " Xm·���Z[#���% XY��*+\����7X[��w���& Λ
¦,��X��$#7&�Z1����%L#G���(W�Z[� ���$#

��&7X[¦,�L��&7&
�$# " 	�#
#7XYW�Z[�$# " 	����]�
��*�¦'�L�5#7XY&
� vwZ[�$#R%�XY)��¾*+��·!���F\��7X[# w¸Ô¯R���$#7&?ê+�sêË��XY�
��¦'�L�
Ω
�
� " �
�$#
��%,&
�5&
	���&
�$#Z[�$#��$	�% �L\����G*+&7X[	�%L# " 	�#G#7XYW�Z[�$#��� ��% �
��*+� " ����)�*+�7Xq*+W�Z[�$#]*+Z[�¾*+&
	�XY�
�$# X = (Xs)s∈S

	��®�G��*�¦,�L�F)�*+�7Xq*+W�Z[�
Xs

" �
��%L� #G*Q)�*+Z[�����(�L*+%L# Λ
Ô�pg���G��*+� " X

�$#
&ª#7� "�" 	�#G�F��*+�nm�	/)'X[��% �
��Zq*+&7XY)�������%,& � ��%K#
¬�#7&
�����`���)�	�X[#7XY%�*+\�� V = {Vs ⊆ S, s ∈ S} q�X1Ô���Ô�
① ∀x ∈ Ω, P (X = x) > 0

② ∀s ∈ S
��& ∀x ∈ Ω, P (Xs = xs | Xr = xr, r 6= s) = P (Xs = xs | Xr = xr, r ∈ Vs)p~*���X[#7&7�7XYW���&7X[	�% ���(�$�ª�G��*+� " X

#7��XY&§*+Z[	��
#���%L�(��X[#7&7�7XYW���&7X[	�% ���5±RXYW�WL#R*$)��$�(��%L� uÚ	�%L��&7X[	�%!�����%L���7\�X[�
#
�]���$�$	�� " 	�#G*+%'&���% ��%L��#
	���������� uÚ	�%L��&7X[	�%L#���� " 	�&
��%'&7X[��Z~�� XY%,&
���G*���&7X[	�%L#§Z[	��¾*+Z[�$# Vc

���,�L%�X[�$#9#7����Z[�$#
��ZYX[¦,�L�$#

c ∈ C *�#G#
	'��X[�$�$#�� V vw��%L�F��ZYX[¦'�L�5�$#7&���%���%L#
���(W�Z[�`���5#7XY&
�$#R)�	�X[#7XY%L#R������· ��������·�qA#7XY%�\�Z[��&
	�%L#
�$	�� " �7X[# w]� ∀x ∈ Ω, E(x) =

∑

c∈C Vc(x)
Ô

Ö]� " ZY�L#�Z1���¸· " �
�$#
#7X[	�%®���$# " �
	�W�*+W�XYZYXY&
�$#R�$	�%L��XY&7X[	�%�%L��ZYZ[�$#§Z[	'�¾*+Z[�$#;� o,���~�$#7&�*+Z[	��
#9����Zq* uÚ	��7�����

P (Xs = xs | Xr = xr, r 6= s) =
1

Zs
exp

(

−
∑

c∈Cs

Vc(x)

) v?¨�Ô ��o w



� � \]% �:�i�e�a`��cbd�i#��5%.�fbM�:��h����^%:`]#���� %:`

	��
Zs =

∑

x′∈Ω exp
(
−∑c∈Cs

Vc(x
′)
) q Cs

�$#7&QZ1����%L#
���(W�Z[�����$# ��ZYX[¦,�L�$# �$	�%,&
��%�*+%'& Z[�!#7XY&
�
s
q°��&

x′�
� " �
�$#G��%,&
�ª&
	���&
�(�$	�% �L\����G*+&7X[	�%!¦'��Xg��Xts=���
�ª��� x
��%�X[¦,�L������%'&R*+� %�XY)��¾*+�!��� #7XY&
�

s
Ô

¯«	������ ������· �$	�% �L\����G*+&7X[	�%L#
x
��&

y
#
���
	�%,&���XY&
�$#�)�	�X[#
XY%L�$#�#7X���ZYZ[�$#`%L� ��Xts���
��%,&Q¦,�g����% ��% #
����Z

#
XY&
�
s
qvZ[���¾*+Z[����Z����®Zq*Õ)�*+�7Xq*+&7X[	�%������%L���7\�X[� �$	��7�
�$# " 	�%L�L*+%'&®*+� " *�#G#G*+\������ x

�
y
�$#7& Z[	'�¾*+Z���& %L�

��� " ��%L��¦'�L������#7XY&
��	�����ZYZ[�$#°��Xts=���
��%'&°��&|���9#
	�%�)�	�X[#
XY%�*+\���Ô'¯«�$#|�¾*+�G*���&
���7X[#7&7X[¦'�L�$#vZ[	��¾*+Z[�$#|�$	�%L����X[#
��%'&����%L� " *+�G*+ZYZ[��ZYX[#G*+&7X[	�% ��*�#
#
XY)��R��% �
������&7&G*+%,& �9�7	����«#7XY�F��ZY&G*+%L������%,& " ZY�L#
X[�����
#�#7XY&
�$#¢����Z1� XY��*+\���q��
��*�¦'�L�#
XY&
�ª��&G*+%,&�*�#
#
	���X[���`��% " �
	'�$�$#
#G�������
��*+�7\��5���(�¾*+Z[����Z[���§Z[	'�¾*+Z[������%'&§Zq*�)�*+�7Xq*+&7X[	�% �����%L���7\�X[��Ô~p|� ��%�X[¦'�L��$	�%'&7�G*+XY%,&
�Q�$#7&�¦,�L�`�L*+%L#]Z[���¾*�#����`)�*+�7Xq*+W�Z[�$#���X[#
���
��&
�$#ª	�%�%L� " ����&]�
������&7&7�
���(�7	�����#7XY�(��ZY&G*+%L������%'&¦'�L�����$#F#7XY&
�$#(%L	�% )�	�X[#7XY%L#¾Ô�pb* #7XY� " ZYX[��XY&
�Q�����$��#
�G�L����*=u1*+XY&(¦'�L� " *+�7��X°&
	���&
�$#(Z[�$# " *+�G*+ZYZ[��ZYX[#G*+&7X[	�%L#
" 	�#
#7XYW�Z[�$#���� �
�$����XY&�#7XY�(��Z[�F��% XY��*+\����7X[���zl�©��gZq* " *+�G*+ZYZ[��ZYX[#¥*+&7X[	�%®��*�#
#7XY)�� uw��&9��&7�L��X[�$�ª��% " �
����X[���¾Ô

✒
) " ��!I�����
 �^%|#�! �^���T�i`����~


ë�*+�����,�L%�XY&7X[	�%®Z1� *+ZY\�	��7XY&7�����ª���	 " &7XY��X[#G*+&7X[	�%®W�*�#G�R#
����Z1���$¦,��*+&7X[	�%®���RZq*`��Xts=�L#7X[	�%gvw)�	�XY� �L\����
��¨�Ô ©.w
�$#
&°��*�#
#
XY)�������%,& " *+�G*+ZYZ[��Z[��Ô�¶N% � s��&�q'#
X=	�% " ����&¢�¾*+Z[����Z[����Z[	��¾*+Z[������%,&�Zq*5�����7XY)��$� " *+�7&7X[��ZYZ[�]���RZq* u 	�%L�¸ê&7X[	�% �����%L���7\�X[� " *+�F�G* "�" 	��7&��®�G��*�¦,�L� �$	�� " 	�#¥*+%,&
�D���Õ)��$��&
�����`���Q)�*+�7Xq*+W�Z[�$#��!	 " &7XY��X[#
����q�*+Z[	��
#`	�%
" 	����7�G* �
������&7&7�
� �`�7	����(��% " *+�G*+ZYZ[��Z[�Q�G��*�����%L� ���$#F�$	�� " 	�#¥*+%,&
�$#¾Ô�³��L#G#7XEqg��%Õ��X[#
&7�7XYW���*+%,&5Z[��)��$��&
��������Q)�*+�7Xq*+W�Z[�$# �®�G*+X[#
	�% �� ��%L� )�*+�7Xq*+W�Z[� " *+� " �
	'�$�$#
#G������qb	�% 	�W�&7X[��%,&`��%L�QXY� " Zq*+%,&G*+&7X[	�%i��*�#
#
XY)�������%,&
" *+�G*+ZYZ[��Z[� v � u7Ô+Zq* �L\����
��¨�Ô k�w¸Ô�pg�$#N#
����Z[�$#N�$	����(��%�X[�¾*+&7X[	�%L#«�$	�%L#7X[#7&
��%'& �§&7�G*+%L#7����&7&7�
�¢Z[�$#N��	�%�%L�$�$#N%L�$�$�$#?ê#¥*+XY�
�$#�� �G��*�¦,�L� " �
	��$�$#
#
����� " 	����R�¾*+Z[����Z[����Zq* �����7XY)��$� " *+�7&7X[��ZYZ[��Ô~¯«�5��	'���`��� " *+�G*+ZYZ[��ZYX[#G*+&7X[	�% *D*+XY%L#7X��&
�]��&7XYZYX[#G� " *+�9²�	/¬�#G*+� � � �"��� �Y¨¾���Iq¨¾��o � " 	������
�$#G	��L���
����% " �
	�W�Z[�����ª���]�
�$�$	�%L#7&7�7�L��&7X[	�% �� XY��*+\��$# �
" *+�7&7XY�§���ª��	�%�%L�$�$#9W��7��XY&
�$�$#UvwXY��*+\��$#9���$��X[�¾*+Z[�$# v ×�¶vëTw���&�XY��*+\��$#��G*��L*+� w¸Ô

t = 0 ��� �������"�3� �"]^�3��� � �!a��%�V��� ��]
Tt ← T0 � �-�����	��
������
� �����"���"��� �
∆Pt ← ∆P0 ��� ��]�a1�D�V��� ��] �������������
Xt ← X0 � �O� ��� �3�	
�3��� � �Qa1��a1�����
_�#%$�&'$-(.)-+

CD8:9O+!(*8:9�(,&2+38O7�)�;�;.)69�+
Pi, i ∈ {1, ..., N}, N ∈ � + ��� � ����������
 N

��] �I� � � � � ��
� a3� �*�3
_�"� ��� ��] � � �-��������]_��

∆wt,i ← N (0, ∆Pt) � �,� � �.��� ����� ��
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Xmin ← X ���O� ��� �3�	
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LT ← ∅, k← 0 � � �"]^���D�V� � � ���'` � ���-�V����
� 5 B (<Z�9�)

k < MAX � ITERATIONS F 5R=�+3)
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)-(
m ∈M(X)}

X ← X ′ ∈ Cand(X) | C(X ′) = min
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Xmin ← X, Cmin ← C(X)
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(
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H :�¨�¨ :�¨=: k ¨�¨�¨ ¨=:�:

���	� vL� �cZ � ¶v¦���]&'�$/[!�()�^#�,�()� 3����^#�?���1a�]&)*$/]&���4�( @^#�?���X���5±7�.$$¬�Ô
p��4^#�9���4���F±1�.$$¬K)��,\����0����^#�(+��()���$/)? R¦?���, 3��
#"@+*$/�3 3]!�([&[!�(���()� 1[LB ]&)�^#��)�'��()�]!�()? ,�T�8^#�9���Xa�]&)*$/]&���

^([5$�"."3][¦�����q�+���]!"
¦?��B ]&[`�#"3 1 ����� ������",+���"�"�]&a�[!�Y��� uL$/]&���Y��)��% 3�.$/)�"3]& 3]!��) �()� 3���0���(��·6�()� 3]!�(��"X 3��
#",�T]!"� .$/)� �"
�()8)��4���9�T] U $/)� ]¦?��B ��);"��(��[ a�]& Uv +*$/�1�¸·T�(�0+�[!��+*$�"�"��(�7���

6
�

1
q �( >]&)�'��(��"��(���()? w¸Ôµ [ )�BQ�¸·9]!"� ��4�() uL$/]& 



� �@� � #e�~���{�e��hibg%:` �~� 
i�.��� " ��% `�� ��� `�� � &

+*$�"4����^#�9���0a�]&)*$/]&����¦?��]I+E�(�3���( 3 ��A���0+*$�"."��(�4�������(��· ^#�9���#",a�]&)*$/]&���#"4�T]tsC�(�.$/)� %���0��) a�]& �q �K���(��·
�()� 3]!�(��">$¾¬�$/)� 7��)��X�T]tsE�(���()�^#�����1'�$/[!�(���7$/a�"���[&���,�(\�$/[!���Y��)gÔ

ë �����X���VU�)�]&�1[5$ uF��)�^( 3]!��)J�CBQ�('�$/[&�*$/ 3]!��) q ]&[ �#"3 >)��#^#�#"�".$/]&���%����".�,�.$/+�+E�([!�(�7[!�#"7^#��)� 3�.$/]&)? ��#"X+E��"��#�#" �
[!�>���(]&[&[!�(���O]&)��T]&'9]!�T�K����]& -$#'���]&�O[LBQ�('�$/[&�*$/ 3]!��)K[5$4+�[&��"O�([!�('��#�1�( R[!�7���#^=$/)�]!"3���1���7a*$�"��1���7".�([!�#^( 3]!��) q?[5$
"��([!�#^( 3]!��)J+�����+����3 3]!��)�)��([&[!�5v2H�Ôzx.w qE)��#^#�#"�"3]& ��%��)��0�('�$/[&�*$/ 3]!��)J+���"3]& 3]&'���Ô=ëW�����4^#�( 3 ��%�.$/]!"���) qC��)6)��Y+��(�� 
+����()��T���
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1 ≤ µ < λ
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aj = (xj , σj , αj) ∈ 9 n × 9 nσ
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j ∈ {1, ..., µ} ���
j ∈ {1, ..., λ} , nσ ∈ {1, ..., n} �( 

nα ∈
{

0, (2n−nσ)(nσ−1)
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p(z) =
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(
−1

2zT
Cov(σ, α)−1z

)

√

(2π)n · det(Cov(σ, α))
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max {Φ(aj(t)) , j ∈ {1, ..., µ}} − min {Φ(aj(t)) , j ∈ {1, ..., µ}} ≤ ε1
,2H
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min {Φ(aj(t − δt)) , j ∈ {1, ..., µ}} − min {Φ(aj(t)) , j ∈ {1, ..., µ}} ≤ ε1
,2H
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1 + 1

2#�
���#^ � ��?a��"�3\E���"�3]������������/�CB��/a ����� ����� �#	J=�����	�	3]�� �'���4[����?]�����	�	��D���Y^ � �"��"�3\���^ ��= �����/����	 * � ��^�3]�� �!	
���X^ �
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: [��$� �/[��"����� =��3]�!��/[��3=������@[LB��#^#�����,���K=��
σ
�

: [��$�?]�����	�	��3���X^ � �"��"�3\���^ � !��'	9]�!��/[����
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� ���
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$/���!	 ���M=����"!0]��"�D���"!(=!	D�����!	(�/[&[�� �!	 * �?^#�/[&]
	 �"�4[��E=�����	 ��"�����3]�� �N	�����[���	����������(\�]�� ,
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2#� Z ���!	
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C(x) = ‖x − xopt‖ =
∑n

i=0 xi
2 �43 xopt = 0��	��O[LB�� =��3]�!$��! )(��� ��<GU;+ �J=���]
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!#��"� ���^ � �!	�]
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1, λ
2 � � �5,

µ, λ
2��"	����!	 ��-�#��#^ ���#^ ��!4a�]����/]
	�� ��2

=������ � =��3]�!0]
	��"�
C(x)

� ) �=���!�!�������?[���	 	����������(\�]���	R^ � �!	3]
���"��� ��	 ���I	�� �"� ��A\����"���/[*�����2����	 	3]�!(=�[&] U*^#�'/
�3]�� �!	 ����	)	����������(\�]���	 ���3]&[&]
	�� ��	 ���=������3]��	����� % �*����!4a����0���*=�������! 
������	 ���O[��/	����������(\�]�� ��	�� ��� ����! !#��"�
����� ��]���, ��� �#^#�����3����= � ����]��	�����*����] ����=�[��!	��.��� .F	=B�������� / � �!��=�����09=�� 	�� $%B��/]&[&[��"����	��Ea�]��� �	��B ]&[ 	���]��
� � !0]
	 �	���I=�[��!	3]��"����	,=�������! 
������	2���X^ � �"���l|�[������>[���	����������(\�]��q,

n
�#^#������	*����= ��	+=���� �#	��"!(=�[���������#^ ���

	����!	 ����\�[���	 ��� ��� �����3]�� ��21.�	=B�������� / � �!��=������"�50���!#�([&]���������R[��4^ � ����"�3\���^ ���J����^"��� ����	���[������ � � � ���3]��	���
����=��"��!#������ � �!	��3] U��"��^ ������G^ � �!	����������3]�� ���_Z��#����!#��]��!	��I]&[ ��	�� ,&��� ���"� �	��� ���#^ �"! !#������ � �!����[�= �
)(��� � +A� !#� ������� �	��� �����D	����������(\�]�� � �&,

1 + 1
2,=��"��!#���������� ,�[����#^#�����0����= �����D	���� � �!	����"����	��3����� � ��]��I=����

�����3=�����a��/a�]&[&]��������X^ � ����"�3\���^ ����"��	O[���� =��3]�! ��! \�[���a��/[ �	��] ��	�� ���\����"���/[�]���* �"�3]��"����� , �����
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���� �!���	���q��� 
����;��n� ���S� � �����/�w���;�	��
�����M�j��
��������n� ���" �
1 + 1

�
� ��]��

a(t) = x(t)
[�� ]��!�T]��9]
� � ,�[���\����"�����3]�� �

t
� [��5	����������(\�]�� ,

1 + 1
2 ���\��!� �����/[�����	 ���;]��!�T]��9]
� �

a′(t+1) = x′(t+1) = x(t)+z
��43

z
��	�� ���(��#^���"��� �/[��#������]����,��� �"�I[���	`^ ��!(= ��	���������	

zi, i ∈ {1, ..., n}	�� �"�,�3]���� ��	0	���]������"� �������T]
	����3]&a����3]�� � N (0, σ)
�

p(zi) =
1√
2πσ

exp

(

−1

2

(zi

σ

)2
) ,	�
�(��~�2

� �!	���]������ [���� =��"�������"��� ��� 	 �([��#^�3]�� �Y^ � ��]
	3]�� [��-��������([9]��!�T]��?]
� � ��"�����P^ �([���]K���-���=������ ��A	�� �$����	�^ ��!�!���"���
^ ���	��] 	 ��* ����!��/[&]
	��/=���� �

Φ(a′(t + 1))(= C(x(t) + z)) ≤ Φ(a(t))(= C(x(t)) ⇒ a(t + 1) = x(t + 1) = x(t) + z

Φ(a′(t + 1))(= C(x(t) + z)) > Φ(a(t))(= C(x(t)) ⇒ a(t + 1) = x(t + 1) = x(t)

,0�%����
!��]��,[��5�?]�����	�	������0^ � �"��"�3\���^ �
ϕ
^ ��! !#�%[�����	�= �"������^ � !���� � �"!����3]��	���5���Y[��F� ���3]����3]�� �%���

[����T]
	�������^ � �"��^([&]
�T]������� ��"�����7[�� ]��!�T]��9]
� �
a(t) = x(t)

��P[���� =��3]�!$��!
aopt = xopt

[�����	 �	���>[���� �F=�� 	�	��2���
[��%\����"�����3]�� �

t
,Y[��Y\����"�����3]�� �

t + 1
�

ϕ = E[‖xopt − x(t)‖ − ‖xopt − x(t + 1)‖] ,	�
�(��<G2

� [ ��	�����9]
����"� �����,[�� * � ��^�3]�� �
C(x)

� � !#��
xopt

^ ��! !#�Y^ ��"���������D	���!#����3]�������!�	���4[�����!	��"!4a�[��
����	�]��!�T]��9]
� �!	���� !��"!#�8^ �
	��5����
!��]
	�	����� ����� � ��= �"��	�= � 
"���8�����T]�!#��!	3]�� �

n − 1
��) � �!	3]
���"��� �!	�[��

	���� *1��^ �Y^ ��������	�= � �!�!���"��,A[�� ]��"���"��	��#^�3]�� �%����[�� � �K= �"��	�= � 
"���(����#^Y[���=�[���������
!��]A=����7[�����#^���"���
z
��>[��

	��(\�!#��"�
[x(t);xopt]

,@���]��-[���
�\��������
���2#� � ]
z
��	��,�!���!	-[��,^ �"��^([�����[�� !$�������3]�� � ��	��2��^#^ �=���� ���!=���]
	 �	���

[��(�T]
	�������^ �
r
���

x(t) + z
,Y[���� =��3]�!$��! ��	��O]���* �"�3]��"������,

R
� $3���!	-[��X^#� 	-^ � �������/]����$�([&[�� ��	�� ��� ������ ���

%4� �?]�����	�	��'���;^ � ����"�3\���^ � ,	�
�(��<G2 ��	��E��� ��^'����
!��]��'=����M[�����	�=��"������^ �����;[�� � ���3]��/a�[����/[��#������]����
R− r

�.,��
R
��������P^ � �!	����������9[�������!	3]����I���2=�����a��/a�]&[&]����/���>[��3�����3]��/a�[��

R− r
^ ��������	�= � �!��,,[�������!	�]����

���(=�����a��/a�]&[&]��������
r
� ) � �!	3]
���"��� �!	�[��F=���� � �#^�3]�� �M���

z
	����

[x(t);xopt]
��^ �([&[��#/ ^(]-����
!��]�� ������� ���3]��/a�[��

�/[��#������]����
e
��� ���0���= ��!�

r (r2 = (R − e)2 + l2 − e2)
�!��� ��^3= �����

n � 1
� �9� �

ϕ =

∫ es

ei

(R − r) p(e) de
,	�
�(����2

����#^
ei = l2

2R

,
x(t) + z

��	��,	����-[��X^ �"��^([�� 2��
es = l = σ

√
n

,
x(t) + Z

��	��,	����
[x(t);xopt]

2#�



� � � ���B�B�4!����� ���q
���������� ���"8"��O��;���

��� ���
��� 	�
���

��� ���
�

�
� �

������� ���x� : � ��� *C��^ �G^ ��������	�= � �!�!���"� ,6[�� ]��"���"��	 �#^�3]�� � ���K[�� � ��= �"��	�= � 
"���&����#^K[��E=�[���� ����
!��],=�����[��
��#^���"���

z
��O[���	��(\�!#����

[x(t);xopt]
�

� �G]��"�����K� ��]
	������@[���	*���/[��"����	,������!��/[&]
	�� ��	

ϕ∗ = E∗[R − r] =
n

R
ϕ
��

σ∗ =
n

R
σ

,	�
�(� ��2
� � ��a��3]�����2= �����

n � 1
,%[��Y[&]�!0]���� �

ϕ∗ =
σ∗
√

2π

∫ √
n

σ∗

2

(

t − σ∗

2

)

exp

(

−1

2
t2
)

dt

=
σ∗
√

2π
exp

(

−(σ∗)2

8

)

− (σ∗)2

2

[
1

2
− Φ0

(
σ∗

2

)] ,	�
��� � 2

�43
Φ0(x) = 1√

2π

∫ x
0 exp

(
−1

2 t2
)

dt
, ]��"���(\����/[��$��� �3���!	�	#2#�

%4�����/[��"��� � =��3]�!��/[��
σ∗

opt

= �����>[����#^#�����I���K= ��������!��/[&]
	���	�����a��3]����� ��;^#�/[!^"��[������7[������/[��"���
σ∗ =������

[��������([&[�� � � � dϕ∗

dσ∗ = 0
�-=���]
	 � � ���"�3]����[��%�?]�����	�	�������^ � ����"�3\���^ �&������!��/[&]
	�� � � =��3]�!��/[��

ϕ∗
opt

��
���"!(=�[��
;#�����

σ∗ =����
σ∗

opt

�!���!	^,	�
��� � 2#�
%4��=�����a��/a�]&[&]���������	���^#^ 
�	

ps
���X[�� !$�������3]�� �&	��X^#�/[!^"��[��#*C��^(]&[��"!#��"� ,$=������3]��0���

p(e)
��=���]
	 �����1[���	

! �������3]�� �!	�����]E]��!� ��]
	���"� ��������!#�([&]��������3]�� �8������]���#����� �K^ �
	��,����]����"�2��"�3] 
��"�
ei ≤ e ≤ l (n � 1)

�
�A���@^ � �!	���������"� �

ps =

∫ l

ei

p(e) de =

(
1

2
− Φ0

(
σ∗

2

)) ,	�
���
� 2

� [ ��	��2�/[�����	2�/]
	 �����/����������"�@[��$=�����a��/a�]&[&]���� � =��3]�!��/[��$�� *C�/]
	����"�-[��4^#�/[!^"��[ =������
σ∗

opt

�
� �M^ � �	��]�^ � ��^ �"�����@[��4^ � �"��"�3\���^ �1\�[���a��/[��I���-[���	����������(\�]�� � �&,

1+1
2��?[��,� � � ����
"!#�I	���]�� �����+�$����

����/a�[&]	�

! ��
��B��; � �,���#"%$
�
@�_4=�F

σ > 0
HcF*?l_4Nt:>=�J�i>]e_GNt:TD�N�m�]K_�f>7xX>CWHSJ�k _#m�F�=�CE= :w9GF�=`_4Np]li`Q4Da7 =ZH>]rd;i>]>= & 94NBF

Copt > −∞ ' CE=�NO=!CE=��
:w9GF�=`_4N%(q_4D

Copt < +∞ ' Cq9 )4=�CE= :w9GF�=�_GN%( g
Copt

icFZ94NBF�7�Hr?l_+*	Fo_#m�F�=�Cq947 g�947�_4]#:

lim
t→∞

P (C(x(t)) = Copt) = 1
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) �&� � � ����
"!#�%	3]&\���] 
�� �	���;[���� =��3]�! ��! \�[���a��/[ ��	��F����������%����#^ �����&=�����a��/a�]&[&]���� �(\"�/[�� , �����,
^ � �!�T]��3]�� � �����1[��3���"!(=!	,� ���#	��#^"���3]�� �8	���]��^.$	��	{�	���! !#��"�10S\������!�*�

✒ � 
���� �!���	���q��� 
����;��n� ���S� � �W�8���W�w�����	��
�������5�8��� �S
���������
����
% ��	,=����"!0]��"��	,�����������
	E	����,����	,	����������(\�]���	,=�[��!	 ����[���� ��	2	�� ���,� �!	 , � �#^ � ���a �"�3\p) �GU;+ �� � ^ �)( �+* �([

)(��� 2G+���% ����=�=����9^ � �0��� � ^ � ( �+* �([�����/]�� ���,=�[��!	 	��	{�	���! !#����_\����"���/[��2=�������������0��=�=�[&]��	��� �2���
	�	����������#/
\�]���	�,

µ + λ
2 ���,

µ, λ
2#� % ��	$����	���[�������	 �����(�����!	���� ����� �!	�^(]"/ ����	�	����!	D	�� �"� �#	K�����/]���	D���(�����������
	�=�[��!	

���#^ ��"��	��
� �����K[�� 	����������(\�]��},

µ, λ
2�	����!	 ���#^ ��!4a�]����/]
	�� ��� ���#^ � ��?a��"�3\ ) ��<�+�� ��a������� =������S[����?]�����	�	 �9���

^ � �"��"�3\���^ �D������!��/[&]
	�� ����[����#	J=�����	�	3]�� �9	���]������"��� �

ϕ∗
µ,λ = −(σ∗)2

2
+ cµ,λσ∗,

,	�
������2

�43
cµ,λ

��=�= �([��1[��,^ � �>{A^(]���"�0���/=�����\�����	�	3]�� ������	�� �����X^ � �!	������"�������= ��!�!���"�0��� ����! !#��"�/���
µ
��

λ
�

$ �K[�������!���9���
ϕ∗

µ,λ

� � ����� ��]�� �����
cµ,λ

��	��0[��'���/[��"��� � =��3]�!��/[���= ������[����#^#����������= ��������!��/[&]
	����
]��!� ��]
	����"� �����8�?]�����	�	��8���;^ � �"��"�3\���^ �'������!��/[&]
	 � � � =��3]�!��/[�� �(\"�/[�� , 1

2 (cµ,λ)2
�PZ��#����!#��]��!	��+	���]����

, ����� ����!��� �#	J=��"�3]�!#������/[����`]&[*���� �/]��(	����#��"���"� �����S^ ������ �#	K=�����	�	�]�� �M��������/]��(���/[��/a�[����	���5= ���������
=���3]�����	3���/[��"����	3���

σ∗(n � 1)
� ��!�����(� ������������=������

ϕ∗
µ,λ

���= ��!�!�/]�� �(\"�/[��"!#��"�D���%[��F�T]�!#��!	3]�� �
n� ��=�����a�[ 
"!#�,^ � �!	3]
���"������-2��� �#	J=�����	�	3]�� �����

ϕ∗
µ,λ

���=���!�!�����0���
n
* ���,��� ����� ��=�����/ � ��"� )�� � + �

ϕ∗
µ,λ = n

(

1 −
√

1 +
(σ∗)2

n

)

+ cµ,λσ∗

√
√
√
√

1 + (σ∗)2

2n

1 + (σ∗)2

n

,	�
��� ��2

� ��=�����������
µ = 1

� � ��a��3]���"�Y[���	$�#	J=�����	�	3]�� �!	$����/a�[&]���	�[�����	����������������
	 ���"���"�3]��"����	 )(��� � �G~�+ 	����,[��
	����������(\�]��W,

1, λ
2��.����#^

c1,λ = λ√
2π

∫ +∞
−∞ t exp

(
−1

2 t2
) [

1
2 + Φ0(t)

]λ−1
dt ≈

√
2 lnλ

�
/ � ��"� )(� �;+2� �(\"�/[��"!#��"� ����!�T]��S[��&�9]�����	�	������K^ � ����"�3\���^ �9���S[��&	����������(\�]�� ,

µ, λ
2��#��#^ ���#^ ��! /

a�]����/]
	�� ����% ��	 � =��"�������"����	 �	��� ]&[,�8^ � �!	3]
���"����	(	�� �"�0[�� ���#^ ��!4a�]����/]
	 � � �T]
	�^"��
��� ��Y[�� ���#^ ��!�a�]����/]
	�� �
]��"���"��!#���T]��/]���� ,@���]��v,	�
� ��2K2�� !��/]
	D����������	����"�
	 �����!� ����	(��� *C�
; � � ,8^ � �!	3]
���"���"�%[���	

µ
]��!�T]��?]
� �!	����

[���= � =���[����3]�� � ^ ��! !#�$=�������"��	3� � ��������	�^ ��!�!���"�q, [��5��"��	3]�� �6]��"���"��!#���T]��/]���� !#�K�T] 
�� ��	��D����� � ��]��I=����
�#	 �"!(=�[���^ ��! !#��	���]�� �

x′
j,i = 1

µ

∑µ
S=1 xS,i + N (0, σ2)

� ����#^
j ∈ {1, ..., λ} �� i ∈ {1, ..., n} 2#� % ��	�?]�����	�	 ��	,���X^ � �"��"�3\���^ �D������!��/[&]
	�� ��	 ��a����������	0	 � �"� �

: = �����O[�� ���#^ ��!4a�]����/]
	�� �&�T]
	�^"��
���W,@��� ��� � � �5,
µ/µD, λ)

2K2

ϕ∗
µ/µD ,λ = n

(

1 −
√

1 +
(σ∗)2

n

)

+

√
µcµ/µ,λσ∗
√

1 + (σ∗)2

n

,	�
���32�2

��=�=����9^ � � ��=����
ϕ∗

µ/µD ,λ = − (σ∗)2

2 +
√

µcµ/µ,λσ∗ ) ��< +4=������,���/= ��3]�����	,���/[��"����	,���
σ∗ ,	�
���32����2 �

: = �����O[�� ���#^ ��!4a�]����/]
	�� �8]��"���"��!#���T]��/]���������#^
µ
=����������	^,@��� ��� � � �&,

µ/µI , λ
2K2

ϕ∗
µ/µI ,λ = n

(

1 −
√

1 +
(σ∗)2

µn

)

+ cµ/µ,λσ∗ 1 + (σ∗)2

2µn
√

1 + (σ∗)2

2n

√

1 + (σ∗)2

µn

,	�
���GU�2

��=�=����9^ � � ��=����
ϕ∗

µ/µI ,λ = − (σ∗)2

2µ + cµ/µ,λσ∗ ,	�
���GU
����2
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cµ/µ,λ = λ−µ

2π

(
λ
µ

)
∫ +∞
−∞ exp(−t2)

(
1
2 + Φ0(t)

)λ−µ−1 (1
2 − Φ0(t)

)µ−1
dt

�I= �����
λ → ∞ ��

0 < µ
λ < 1

� �9����=�=�����	T]�!����3]���"!#��"�
cµ/µ,λ = λ

µ
1√
2π

exp
(

−1
2

[
Φ−1

0

(
1
2 − µ

λ

)]2
) �

) ��	-�T]y���"����"��	 ����	���[�������	 !#� �"��������-^([��/]����"!#��"�%�����-[��3�9]�����	�	��0���>^ � ����"�3\���^ �I������!��/[&]
	�� �/���=���!�
� � ����=�=������ λ

µ

��$ �R[�������!���2����	 ��=�=�����	9]�!����3]�� �!	+��� ,	�
���32����2 ��&,	�
���GU
����2�� ���/[��/a�[���	)= �����
n � 1

�
λ
� 	�	�� �

\������!� �
µ

=�� 	/����� ='=���3]�����]&[)� ���� !#� ������� �	���
ϕ∗ ≈ µ ln λ

µ

)��
�>+�� $3���!	X^ ������$���"����] 
"��� �#	J=�����	�	3]�� �6[��
*C��^���"���

µ
��	��,� 	 ,%[�� ���#^ ��!�a�]����/]
	�� ���L�����!�T]
	������ λ

µ

��� 1 
���4[�� ]�� 1 �����^ �����1[��(	��([��#^�3]�� ���

� ��� � ��� �� � ����! � ��� ��	���! � �����������3"	��


% � �
��� � ,������������������������������������� �����y���"����"���������v)(��� � � ���
�c+ ��	��I� � ��������
	��"��������y���"������ � ������������"�
	
���!�������
� �!	�� � ���
	��
	�����#�����������"!#��"���!���!	���5=�� =����������� �'= �����/=��"��������� �"� �����������������!�������
� ��� $ � !��"!#�
����� ���	 	�����������������	 � �������������� ������������������� �����y���"����"��������� ��	�� ��������"��� �+��"��	!���� =�����!��
	�������� �����-���������������	
��� ������	+� ) �=���!�!�������"��������������� �&���y� �"�������������� ��	��*=���!	2	���!(=����, !#�������� ��$# ��� �����	���%� ��	,���"�����'&"����	
�#��� ���������9���(� ��	�	�������=�� 	5���9���
	���������������� � ������!�������-������ !$�������������!������� ��F	������!	����������5��� ���8���)��
���y{*�"�������� ��� �!��=���������� �9����	+=�������!+&������	,	�= �(��� 
L���"�,� ��	*���
	���������������� �!	�� 
 ��������#��������	 � = �"�������"����	������	
�������"����	+���
	��������������� ��� � = �"�������"��� ���S.�=��"����������������� �p0 �� ��� � =��"�������"���+���-�"�����
	 �"!#��"� �K���#����!#�����!	
� ��! !#�������!	.��/��"����� �!	,� ��	2���"�
	 � = �"�������"����	,= �"�����"� ������ * �!	���� ������	 �� ����	��"����

��0/ �� �������������� "!$#%!�&('" )�*!,+-'� �./!�&('" 1032��*45#5687�#%!�&('" 
� �����1� ��! !#�2���	&	�����������������	'� �������������� ���3���������������4�!#�7���2��������������� � ���y���"����"��������� � =5&"���M���

������#���&=�4����� ���K=��'6���� ��8�����������������"�3�������(����"!#��"��	���� ���8��(����"���/��� ��� ��
	�� ��������	�= � �!�!���"�3���
	�� �����"/
�������	76����8���� �9�:4��"����4������ � ���� �����:4�� ���	;���!�����<�
� �!	B��� ���"��&��������� =�� 	B��� =�������!+&������	A���=� � �"���l|���>� ��! !#�
� ����	��.����#� 	2�!���!	,���	,	�����������������	2� �������������� �}, 	��(������ � �
� 2�(� 2#� ) � ��� �"�������"�-����� ������������ �&������4���6��������
/
�������
� �?��������������� � ���y���"����"���������8���E���(� ��	�	������9=�� 	�� ��� �!��=���������� � ���)�� * � �������� � ���@� �
	�����$3���!	+��
	�������� � � ���"!(=����� �"���5��� ������ * � �������� �&� ���� ������������ �8=����,�� * � �������� �8���%� �
	���� � � ����	���!#���!= ����� �����
* � �������� �9����� �
	��

C : 9 n → 9 � �&�BA
a = x ∈ 9 n �� Φ(a) = C(x)

�

��0/ �� � � ����#%!$��7�� �,0�� ����� ��'�0�7 ./!$&�'" )�*!,0�� � ��6���./!�&('" 

✒ � �"�8���%�-� �G� ���"
) ��! !#�-���!#� �"�������� 
�������� �
� 2 ����������������� �E���y���"����"���������3	������>���	=�������!����	C���������	+� ��	���4��"!��D����	

������������4�!#��	 ������������ ������������	 , 
�������� �
�(� 2#� %4�E	��"�����=��������'�"���������������� ���������	���	�������������������#�������D��
=�4�� 	 �)��� ���=������ �������� ����E�������� HcF�947xh�)(�GF � ���GF
�>+����(�"�������"�H�� ���=����K� �������� ��=����I�����=�=���'�#������� �$	����(� ��	�	�����
���3���"�
	 � = �"�������"����	%AJ�������,� ����� ����� ��� � =��"�������"���0���W.D=��"����������������� � 0 ������!� �������������/= � =����������� �
�������"��!#������������� , � ����= �!� 2�� =����
	 �����"�����
	��"!#����)���>�:4���6	��� =��������� ����(�>�� ���!�����<�
� ���������"��!#�������������.6����<����
� ��������	�=�� �!�&��� !#�����&� � �����D� �!��=���������� �8� �J�"�����
	��"!#��"� ,(���"�
	E=���������	0����	0������������4�!#��	-��������'6�����	
, �)����=��%F�2#� � � ����!���������-���	,���y���"����"��	 � = �"�������"����	0���3= �"����������������� �@6���� � �������������
!���
	���� �$� � �!	��������
6��������	�� =��"�������"����	0=�����	���"����	/�!���!	^)(�GF
�c+ �� �����!� �!	I�!���!	^)(��� �4+B	�� �"� �� *C�����0���3�������������	0� ��������������	
����	 � = �"�������"����	 ��� ���(� ��!%���������
	�� ������	 	�����������������	+� �������������� �/)(����+�� $ ���43K�� �
��� �0����* �!	���� �����"�>���	 ���"�
	
� = �"�������"����	 �� ���8	��"��I6	�������� �L�
����"��� 
��"����=���� � =��"�������"���I��� ���=������ �������� ���



��� '��&��������� ���" �8���
����a"�� !�a���!� �e$�� � � (

1 2 3

Individu courant

aj

Population P(t) Reproduction

aj

aj

"

’

Individu intermédiaire

Descendant

 Etape 1  

 Etape 2  

 Etape 2  

Population P’(t+1)
(Descendants)

Evaluation

Sélection

Population P(t+1)

4 5 6

������� ��� � : � ����"��������� �9� � �����3�������������=�� =����������� �8�!���!	.��������������� �8���y���"����"�����������

,0��	���=�=���	 �96����%���= � =����������� � � � ��������"�
µ
���!�����<�
� �!	��5�:4���6	�������!�������
� � ���������* ����!#�����

n
� ��! /

=���	���������	��J� ���43
aj = (xj,1, xj,2, ..., xj,n), j ∈ {1, ..., µ} �"E ����� a′

j
�� ���!�������
� � ��������	� ,�=����������*���

aj
��� �

=��"���0�������	2���(�"������� * ����!#�����"!#����-���� = �"�������"���2��� ���=����K� �������� �@� ��! !#��	��������
E ������"�

χ1
��

χ2 ∈ {1, ..., n} ���	,���"�
	E= �����"��	,�����"�����
	 �"!#��"�9A

χ1 = (χ
!#���

n) + 1
��

χ2 = ((χ + L − 1)
!#�K�

n) + 1
,	�
� FG~�2

�43
χ
��

L
	 � �"�,���"�
	 ��������"��	*��������	,����#�����������"!#��"�0=������ �:4���6	���3���!�������
� ���!���!	 {1, ..., n} � χ ����
!����� ��

=����"!��'&"���(=���	�������� �'�����"�����
	 �"!#��"���4�������	�6����
L
��	��3�������!%���������$���������������	�6	��� 	�� ��� !#����� 
�� ��	+� $ �

=���!	��������������"�
L
��	��0�����������$	��������%6����

P (L ≥ ν) = (pc)
ν−1 ���43 pc

��	��.���=�������������������$�����"�����
	��"!#��"�
��� ����� �2=����>�� ��������
	������"������% �,��������� ���!�������
� �

a′j = (x′
j,i)i∈{1,...,n}

��	�� �������	 ������!� ���I���,�� !������'&"���
	������ �������W,@=���!	����"����	 !#���4�������	r, � 2�/#, 2�2+	�� �"�2=���	�	��������	#2�A

x′
j,i =







xS,i + F · (xT,i − xU,i) (1)
xopt,i + F · (xS,i − xT,i) (2)
xopt,i + F · (xS,i + xT,i − xU,i − xV,i) (3)
xj,i + γ · (xopt,i − xj,i) + F · (xS,i − xT,i) (4)

��� (χ1 ≤ χ2) ∧ (χ1 ≤ i ≤ χ2) 	�

(χ1 > χ2) ∧ (1 ≤ i ≤ χ2 ∨ χ1 ≤ i ≤ n)

xj,i
���� 	 � ,	�
� F�<G2

% � ���!�����<�
� �
aopt = xopt

� ��������	�=�� �!� ,B���� =�����!$��!�� ���������"��� % ��	����!���'� ��	
S, T, U, V ∈ {1, ..., µ} 	�� ���

��4����
	��
	3����#�����������"!#��"�3��� *1�
; � � ,������� !$�����������"!#��"�����y���"����"��	
(S 6= T ∧ S 6= U ∧ S 6= V

��
T 6= U ∧ T 6= V ∧ U 6= V )

� !����
	 ���"����"!#��"�����y� �"�������	������� ���!���'� �
j
���+�� ���!�������
� � � �����������

(S 6= j ∧ T 6= j ∧ U 6= j ∧ V 6= j)
�
F ∈ [0, 1; 1]

��
γ ∈ [0, 1; 1]

	�� �"�/����	�*C������"����	3� � �!	������"��	
� � �"���l|�����"�%�����!(=��� 
"�#������� ������	I��(����"����	3���y� �"������ ��� �/���������������"!#��"�$� �'��� ����� ,

γ
�� !��"!#�$� ����"���

6	���-� �����2���
F

� 
!�F��� ����� �������,��2����!%�����I���2=�������!+&������	+���,���������������4�!#��� & ��� ���"�C6	��� �����	�� = ��	�	�������
� ����������

χ2 < χ1
A � ����	��/= ������6	�����A�����!	3���� �!	D� �!��=����9��D�"�����
	��"!#�����,����"�
	&=���������	 ��1� � �!	��
���"�����"�

6	���3���	 ���!�������
� �!	2	 � �"�r.��������"�����������	[0��



� � � ���B�B�4!����� ���q
���������� ���"8"��O��;���

✒
�%
�������� !��"

%4��	�����(������ � ��	��$������'&"���"!#��"��������"��!������
	������ � ��� � � �!	��
	���� , *1������� ����������������� ��"�����K��4���6����*���
/
�������
� �

aj
���K��8= � =����������� � � ���������"��� ��(	�� �7����	�� ��!�!���"�

a′j
� ) ����'	�������� 
��B6	������������

aj
��

a′j
� �

�"�������*� ������=6	��� �K�� !#�������"����� �� ������������ � � ��2�#� 	�� �����"��������#� �2� � �!	 �"����
aj

, 4�� �����"��� ,K��������������2#�
������!#�����"!#��"�/�!���!	.����#� 	,� � ����� !�������!��
	�������� � A

E ����(������ � (
P ′ ∪ P

)
=
{
s(aj , a

′
j), j ∈ {1, ..., µ}

} ,	�
� F���2

�#��(�
s(aj , a

′
j) = (1 − ps(a

′
j)) · aj + ps(a

′
j) · a′j

��
ps(a

′
j) = 1 9 ∗

+
(Φ(aj) − Φ(a′j))

��) �����K=������
	 ����(������ � ��	��,�����

µ
/ ��������
	������

��0/  � � ��'�&�� 0���� 0 &�� ������ "!�� � #5��#�����!
� ��� 0�� 6 2�# 6�
 ' � & !��� �
� ��!	����"����	 ��&������	2=������ 
 	��"�.���	*=�������!+&������	0	�� �"�0��� ����� ��	 )(��� �;+=A
: ) 4����
	���� �����3= � =����������� �)������������������
	�=��"��	�� �������������,6����/=���	�	�������3	���� �����!	��"!%����D���3�����	�=���� �����
���(��4��"���:4�� A���)�����"����H���= � =����������� �9�������=���������	��.� � �!	�������������=���� �(�:4����"������� ��������(����#�����������
�!���!	 �����	�=���� �-��� ���(��4��"����4���� -0���)���������)	����������� �D=���	�	������� ��	�� ��� �������"�B����#�����������"!#���� �������!�������
� �
�!���!	������	�=���� �5��� ���(��4��"���:4����?=����
	�� ��������!� ���"����E= � =����������� � ��M�������������"�����
		� ��!(=���	���������	
����� ��.���!�������
� �9����	*������"����	,������� ��	,	����������"� ���������
	���������������� ��������!�������

: � ����!� ���/= �����
pc
�����I� ����"��� *C��������

(≈ 0, 30)
�!	�����*?	�� ���������������4�!#�%� � �"��"����/��"��	 ��� � =�����!$��!

��<�#����K����6	����5�#� 	 � ��= �"��� ��	�	�����"� �����2������"��� =���!	 =�������4��/���
1
� � ��!	>���=�������������������/�����"�����
	��#/

!#��"� ��	��I=����<�:4������ � �"�����.=���!	���$����!%���������D� ��!(=���	���������	3���%�� ���!�������
� ���������=������36����A	�� �"�
.D=��"��������� � ��	 0 ��	��*1������������� ������"��	��"!#��"� �

: � ����!� ������ !��"!#��� ����"���,= �����
F
��

γ
����(�

F ∈
[

1
2 , 1
] �

: � ��!	 ���= � =����������� � ��	�� �������!������=���!	
F

���� �������3������ *C����������

� �	� 
 ���� � 	���������! � ��� � ��� ��	���! � � ��������	 � ����� ��� ����� �� � ����! ! ����	 ���

�?����!��8���	�������������4�!#��	 ������������ ������������	�� �!	/=����(� �����"! !#��"���;���	�������������4�!#��	���������'6�����	W,�
 �/	#2
������	�	�����������������	�� �������������� � , E.� 	#2/	�� ����� �"�������"���"�$����������������(=���!	��������!��������������� !���������������� � �
�>������>���=����
	���"������=�=������������ ���!���!	����	�������� ��	�	������!���"�����I� ��	/���(�:4����'6	����	 � �"����� �����D����"� ,���������! /
�����"���8�������������J� ��! !#� ��&���"!#���������D��+��������"������������� 
��!	�	��B� �'/C� / � ��	������������3��� �����"�3����	 ����"!#��"��	����
� ��!(=��������
	 � �9= ���������"�2	����.� ��	2���"����������������4�!#��	+�

%4� =����"!��'&"���1��4���	��16����$���� � � � �!	�������� �����	:6	���@���� � ����!����� ���	�������������4�!#��	)��������'6	����	 ��K���	
	�����������������	(� �������������� ��� � ����	���6	���K� ��	$���(��4����'6�����	#� �"� ���������
!������	(�!���!	�����	D������	$���y���"����"��	+��
,���!	��
,+������������������ �&�������� =�= �"!#��"������	/	�����������������	/� �������������� � � �8����������$����	I=�������'&"!#��	/� ��� =�����!��
	�������� �
����� �������������	�� �������	 6����L���	F������������4�!#��	 ��������'6�����	��-���)��"��� �w| ����� =��"������� ������9���!	 � ��! !#�9����	
���(�:4����'6	����	3��� ���(��4��"���:4���=���!	,�����"�������	3��� ���3�� �
��� � ��������/� �����������"� ���8����!9�������"�����
	�	����"� ���J=�� ����
/
���������"!#����0� ����	�	����
	2������	:��4��"!�� 	I� ���� ������������ �8���
/ ����	�	��!	2���3�� !#�����������

% ��	A���y� �"������ ��	 ��������,������������4�!#��	!��������'6	����	 ��A	�����������������	 � �������������� ����=�=��������
	�	����� �����	�6����=���� �
� � �!	��
��&"�������	 ����"!#��"��	-���!� ������	,=���� ���&������������4�!#�$������������ ������������� �?��� �����"!(=���+A

: % ��	�������������4�!#��	 ��������'6�����	 ��������
	���"� ��?�����"���� ����� ���=�����	 ��"��������� � �������������'�������	 6����L���	
	�����������������	2� �������������� �8�������"�����)���!�����<�
� �@� ��! !#� ������(����"���2����� �������������	 ��� ������	��� � *1����� ��
=����"!��'&"��� !#���4������/�����#� ������������������#���L����� ����=��'6������������	 6	������$	��(� � �!���3� � �!	��
��&"���3��I������#���



��� (�� �t���O����
�������	� ���" � � �

=�4����� �	�K=��'6������-) ������F���y� �"������ ��=��"����� �=���!�!�����$���
	�=��������
����� �� � � �!	��
���"�����"� ��� 
 � ,L� �����
��� ��j, �������

a = x
2�A��!���!	-� ���#� 	 �� *C����� ���"����"!#��"�/����
!�����2����	 � = �"�������"����	0��=�=���� =�������	 �

: -0�E������������4�!#����������'6	��� ,D� �K������������������������ �������"��� 
 � �����!� ����� �����3� �������3����* �"�����"�����3	����>��
=����(���
	���� �8�#��(�����6�������� � ��= �"��� ������������,���� =�����!$��! �

: % ��� = �"�������"���E���8	�����(������ � ��	��5=���������������
	����'�!���!	 ���	�������������4�!#��	B��������'6�����	��������	B6���� �� ��	��
������"��!������
	����D�!���!	 ���	,	�����������������	0� �������������� � �

: % ����	����K��&	�����(������ � �!���!	 �����E	����������������E� �������������� � ���	�=���!	 !������ ���
	+���!�����<�
� �!	(=�����!�� ���	
µ + λ

���!�����<�
� �!	�, ���
λ

�!���!	���+�#� 	��������	�������������������� � ��������
	���� 2I����� ���D�����"�����*�:4������ ������	��
���=����K� ��������� & �� ������"��	����!���!	$����������������4�!#�+��������'6������ ���	�����(������ �%=���������������
	�����=��"��!#�� ��
��4�� ��������,������!	.���	 ���!�����<�
� �!	0���3	�� ���=����K� ���������

: 
���������#���5����	 =�������!+&������	 � � ���"!�����6	���-6	��� ���	 =�������!+&������	+����	-������������4�!#��	 ��������'6	����	 	�� �"�
��+�����"���� 
 � ��	 �������	=6����,�!���!	8���	 	�����������������	-� �������������� � ���	 =�������!+&������	>� � �����l|�����"�C��3���
	������"/
��������� �&������!����� ��������
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1 0 0
0 cos θx − sin θx

0 sin θx cos θx
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cos θy 0 sin θy

0 1
− sin θy 0 cos θy
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cos θz − sin θz 0
sin θz cos θz 0
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Td :  3 →  3

s = (x, y, z)T 7→ (x + dx(s), y + dy(s), z + dz(s))
T = (x′, y′, z′)T = s′
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� �
�	�72% 



��¢�����+����&�"���������($���"� ¥��������������
f(x)

&��;��+��$*���	�:0)���,�����/��+����&�"���������J��$��������'6���� -*"�3����&+��	���������
2l &��A���2&+��������.�����,&�� "� 9���������=$���"� ��+����&�"������������&�����O�/��	���	0���;$�� 2−l ��$��>���

f(x) ∈ V0 ⇔ f(x + 1) ∈ V0
� �
�	�
�* 

E7���	�,����&�&��
∀k, l ∈ � ,Al

(

f
(

x − k2−l
))

=
(

Alf
)(

x − k2−l
) � �
�	�GF% 

)��¢A����&�6�������,���	9
�!���O$��1����&���	���������)������9
�����
�:9
����&
+∞ ��J��0�0��������	������������$*�I&����H�)��5������9
�����
�:9
����&

��/&����H�)��X���������	�)�� � �	��9
����&����.�����%6��)����$@��/���	9
�!���($��/����&���	���������1������9
�����
�#9
����& −∞ ��J��0�0���� �����
������������$*�R&����H�)��H������9
�����
��9
����&�¡!����� � �4�'0����	�����	0%��&7�>�(�����	�

lim
l→+∞

Vl =

+∞⋃

l=−∞
Vl
��&��2$�����&���$�����&

L2(  )
���

lim
l→−∞

Vl =

+∞⋂

l=−∞
Vl = 0

� �
�	�7
% 

�
��¢A��&9�)��&���&/$�� ¥���������������& $���& ��&0)������&
Vl
$����	9
�����#06����9
���	� ������*������&�����	����& 0)���;��+����&�"���������B���

��������+����������� $�$���"���+��������� $�� ������&��������¥�������������� ��0�06������}¥�������������� $��>�(��4�������� �:�_¥M���	��&7� ��2������&���
����� ¥-�������������W$��>�(�:4������

φ ∈ V0
��$�� �	�������H�+����K�����W�������K���;�������K6����*��>����&����%����K$���&T¥-��������������&

{φ(x − k) | k ∈ � } ��&�,�������)��&��/$��T�.����&j¡;$�� V0
�����D�������������:���@���������&+����� � �
�	�72% ,6�����"�.&���	���

$�� ¥-��������������&
(

φl
i(x) = 2

l
2 φ(2lx − i)

)

i∈ �
� �
�	� )� 

��&���������)��&��'$��`�.����&0¡�$��
Vl
�



� � ��� ���
������ ��� � � 	 � � � 	 � � � �

�T�$��������	��&������ A
�
¢��*�������(���������Q$��>��0%���+����������& Al ��&�&������������"6�����&+������&0¥-���	�.���&,0�����0�����������&:$�����������&10����(����$����3�.�������
0%����.���=$��>�����������	�.��J��0�0���� ���	�����������Q$��'��������� ¥-�������������@$��

L2(  )
-D"� ����&���	���������

2l �
�
%,���9�������(���������($��>��&0)������&:9
�(�������������&

(Vl)l∈ �
&+������&0¥-����&+�����-���&10�����0�����������&�� �
���% �- � �
�	� )� 2$��������	�

�����;���)�� �*&��:�;��	���	����&+��	���������D$��
L2(  )

�
�  ��&� -/��������� 6����������&�6����

f(x)
�;���R$��������	���'$��:$��������	������� ����� Df

�L0)���2�������30���
[0; 1]

 �)&��������&
���&w¥���������������&.$��K�)��&�� (

φl
i(x)

)

i∈ �
$��

Vl
$���������I&��0�06����.��&��#�������'&������.����� �	����	��&.$�����& Df

&����������

������&���$���������&���:�=� ���.���*&�� "��¥-�������������O$��>�(��4������
φ
��&�� - &��0�0%����>�����30)���������:4)��6����'��&0)�����

Vl
&����+�;$��

$��	�.����&������ �������
ml
�

�3&�& �����&.6�� � �����;���)�� �7&+�:�;��	���	����&���	���������Q��&�2$����������������O0%�����=�����������	�."�#$��(�����30%�H&��	�������)4������+�����
��4��'6���� $��/�������'&����H�)��

f(x)
��� ��/0���� �V���+�����:&����-���&:$���� ����������&'&�����&�� ��&�0)������&,9
�(�������������&

Vl, l ∈ � ��¢A�
&����H�)��%��0�0�������4��'���8���	9
�!���I$��=����&���	���������

l
��&�4�������&C�!���+������������&��1�����.�����'6������.������0)��� ���&>����� 
*����������&

����&��	�+�����1$��3"�#0���� �V�(��������� �����$�!��'���������'0����7$*���	�=&��!��"���	���* ��&+���	� -D"� ����&���	���������
2l A

Alf = Al • ΦlT � �
�	� �% 

���
Φl =

(
φl

0, φ
l
1, ..., φ

l
ml−1

) $��������	�R�����1�)��&+� $��
Vl
���

Al =
(
al

0, a
l
1, ..., a

l
ml−1

) ��&�L��Q9
�(���������
�����������)���������&.���7� 
*����������&����������&0%����$�������&��

�4���3�.����2�.�������� �Q���"���4$�����&5&����I������'���� ����2 � � ����!��'����6$*�K9
�(���������5$��-���7� 
*����������& -�"������&���	��
�������

2l+1 -'0)������	�<$*�.9
�(��������� -3"�:����&���	��������� 2l ��&�<�����������I$��	���(�������.�����40)��� ������9
��	���������I$*�.9
�(���������
Al ��9
�(� ��� ��	���� H

��0���&�&'�!9
���	�10����!��"��������.�������	��&������ $���&�¡!�����H&:����������:4)��6����D���7� 
*���������'� ↑2
 #� � ��

9
����&����.��������06�����,$�����������	�����-"��$��(�����306�H&��	�������D$*��&����H�)��
f(x)

-D"�#����&+��	���������
2l ���@������9
��	���;�������

$��J���6����$
Al+1 �!9
�(�-�� ��	���� Ĥ
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Φl =
(
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i,j,k(x, y, z) = 2
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2 φ(2lx − i)φ(2ly − j)φ(2lz − k)

)
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√
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� � ��C'�

�,D
N

��01#mo��C$'�%��v +/�<� �C-��K{9�po�0H� �|o����5l%� � $6#sr�o�o��%$ $ � q�� B ps
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Xt = (tx(t), ty(t), tz(t), θx(t), θy(t), θz(t))
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C (I (.) , J (TΘ (.))) =
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|Ω|
∑

s∈Ω

[I (s) − J (TΘ (s))]2
� � � 3 �

�,D
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∂C (I (.) , J (TΘ(.)))

∂θx
=

1

|Ω|
∑

s∈Ω

2 (J (TΘ(s)) − I (s))
∂ (J (TΘ(s)))

∂θx

� � � : �
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G $6#1+/�6�9!Dr�0/�%$'0
s′ = (x′, y′, z′)T = TΘ(s)

�7( $P�_v #sr��"$&#  

∂C (I (.) , J (TΘ(.)))

∂θx
=

1

|Ω|
∑

s∈Ω

2(J(s′) − I(s))

((
∂J(s′)

∂x′ ,
∂J(s′)

∂y′
,
∂J(s′)

∂z′

)

•
(

∂x′

∂θx
,
∂y′

∂θx
,
∂z′

∂θx

)T
)

=
1

|Ω|
∑

s∈Ω

2(J(s′) − I(s))

(

∇s′J(s′) •
(

∂R

∂θx
× (s − g)

)) � � � L �

�,D
g = (xg, yg, zg)

T ��0/#"o�� l��"$&#1+/�N� � o � #1+ � $'0��@�%+1� � #sr��%$ TΘ
�

@-r($ � o��"���"$&# �"$ 4 +/��l���� � $&#2� �K���"��� 4 �%! + o���0<- � +sr � vDo���0<+/��01# � $6#/��0Kt
�%$.�_v #sr��"$&# 4 �%! + o��Bq�+ � ��r��"$&#
� �uo����"$'�"+sq;r��!� ∇ΘC (I (.) , J (TΘ(.)))

�>tDo��<-��5l"#/�"! +O01!Dr(- � $&#8 
(

1
|Ω|
(∑

s∈Ω 2(J(s′) − I(s))
(
∇s′J(s′) • (1, 0, 0)T

))
,

� � � � �
1
|Ω|
(∑

s∈Ω 2(J(s′) − I(s))
(
∇s′J(s′) • (0, 1, 0)T

))
,

� � � 5 �
1
|Ω|
(∑

s∈Ω 2(J(s′) − I(s))
(
∇s′J(s′) • (0, 0, 1)T

))
,

� � � A:�
1
|Ω|

(
∑

s∈Ω 2(J(s′) − I(s))
(

∇s′J(s′) •
(

∂R
∂θx

× (s − g)
)))

,
� � � � �

1
|Ω|

(
∑

s∈Ω 2(J(s′) − I(s))
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-��5{ �po�0 0, 19 ± 0, 15
0, 14 ± 0, 10
0, 16 ± 0, 09

∆θx

∆θy

∆θz







� �pq�+/��0 0, 001 ± 0, 001
0, 001 ± 0, 001
0, 002 ± 0, 002
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�9! -��5l"#/�"! +*� �P#1+ � $'0%o � #sr��%$ 4 � +I+/�5l � o � q�� � ��0�v � + ��l��"$&#1+/��0 � ��0I� �"!�{ r(� � q���0 : & � �%$ $'�P! $'�
0/�_o(! #sr��%$7#1+%n�0 4 +/��l%�'� � �uo � 0/�_o(! #sr��%$P� 4 #sr(� � o�� B

� ��� � ! #1+/� 4 � +1# o���0 � $Dq;o���0H� � +/�%# � #sr��%$ �"-��_o(!'�"$&#B�"$'�%+1���"���"$&# 4 �"$'� � $6#"o�� 4 +/�"�~r��"+�z&! � +1#H� ��0 100r(#/�"+ � #sr��%$'0Kt 4 !Dr�0 � � � $&# � 4 4 � +/�"�����"$&#8#1+/�%! -���o�� v � 0/0%r($ ��� � #1#1+ � l"#sr��%$3� � o���� 4 #sr(�N! � q;o��_v � o�t$o���0
��0%lpr�o�o � #sr��%$'0C� �5l"+/�_r�0A0/�"$&#�o��"$6#/�"���"$&#K�

&<� 4 o(!'0�t%! $'�C0/�_r { � $&# � r($'� ��� r(#/�"+ � #sr��%$'0G0/�"��vDo��B01!��?0 � $6#/� 4 �%! +F�_v #/�"$Dr(+>! $'�C#1+%n�0*v��%$ $'�C��01#sr(� � #sr��%$ � �
o � l��%$��}q�! + � #sr��%$*� 4 #sr(� � o��;���>$?��"E�"#Kt � !�x � �po � � � o�� r(#/�"+ � #sr��%$ 60

l��H$'�H0A�%$&# 4 o(!'0Vz&!'�H� ��0>� �5lpr(� � o���0G� ��0
4 � + � ��n"#1+/��0D� � #1+ � $'0so � #sr��%$��"#D� �G+/�%# � #sr��%$�z&!Dr�- � +sr��"$6#K�6�D$:+/�"- � $}l��'�"l��%�����Vo�� ���%$6#1+/�Vo���03q�+ � 4 �Dr�z6!'��0� � 3 � � � �"# � � 3 � v �>t�o�� q�+ � ��r��"$6#B�"-��_o(!'� o(!Dr
#/�%! # � !�o��%$Dq�� ��0

100
r(#/�"+ � #sr��%$'0Kt 0/�O+ � 4 4 +/��l%� � $6# � � 4 o(!'0H�"$

4 o(!'0C�9!7-��5l"#/�"! +B$&!Do��

� O��3O�� ��+cU�YM\�i_Z a + WkS$d�U'YMU /LS�SDii;S[^`TV]a �S��*Z[d +ci;\Mfhg
� � +F� �>�'$Dr(#sr��%$�o�� � o�q��%+sr(#s� ���C� � o����5z6! � #sr��%$ � � o � ��r�"E!'0sr��%$ � � �"!�{K���6� ��0F� ���@� �%$}l"#sr��%$ $'�"���"$6# �  

r($Dr(#sr � o��"���"$6#Ktul;����01# ! $ � o�q��%+sr(#s� ��� 01#/��l%� � 01#sr�z6!'�;t 4 !Dr�0Kt@� ����01! +/� z&!'�	o � 4 �"+1#1! +sv � #sr��%$ � o�� � #/�_r(+/�
��r(�~r($6!'�;t o � � ��0%l��"$&#/�3�9!�q�+ � ��r��"$&# 4 +/�"$'��o��=� ��0/0/!'0I�"# � �%$ $'� ! $1l��%� 4 �%+1#/�"���"$6#P� �"#/�"+1�~r($Dr�01#/� �
o�� � o�q��%+sr(#s� ���;��G@oF��01# � �%$}l?$ � #1! +/�poVz6!'��� �"!�{.�>{9�5l"! #sr��%$'0:� ��o�� � o�q��%+sr(#s� ��� � v��%! #sr�0A0/�"$&# � !.���"����+/�>x
0/!Do(# � #|o��%+/0%z6!'��o���v � 0A0sr($ ��� � #1#1+ � l"#sr��%$ �'$ � o���01#�r�� �"$&#sr�z6!'��� �����,D ��� � r�o�o��"! +/0 o � l��%$�� !'0sr��%$=� ��0�l��%! +svE��0
4 �%! +�o���0 #/�"� 4 �"+ � #1! +/��0 T = 1, 5625 , T = 3, 125

�"#
T = 6, 25

� � $'0�o � �}q�! +/� � ��C � v �>�L� �po � 0sr�q�$Dr � �
�pq � o��"���"$6#uz&!'��o���0C�"+1+/�"! +/0<� �2+/�5l � o � q��:0/�%$&#|r�� �"$&#sr�z6!'��0 4 �%! +|o���0 ��r�"
�"+/�"$&#/0 �1�"!�{ � � 4 � + � ��n"#1+/��0 z&!Dr
4 �"+1���"#1#/�"$&#B��� � vE�%! #sr(+ � !Jv � 0/0sr($*��� � #1#1+ � l"#sr��%$P�9!*�~r($Dr(� ! �,q;o��_v � o
� � l%� � z6!'� +/�5l � o � q��;t �9!*���_r($'0H0sr
o � vE�%$ $'�8- � o�o����8$L����01# 4 � 0H#1+/�%! -���� #1+/� 4 # � +/��r(-��"���"$&#K�

�,� # � vDo�� � ! � � 3 � �%$ $'�mo � ���
���"$ $'�H�"#3o����5l � +1#�#2� 4 � � �Vo����"+1+/�"! +>� � +/�5l � o � q�� 4 �%! +*l%� � z6!'� 4 � + � ��n"#1+/�
� �|o � #1+ � $'0�� �%+1� � #sr��%$ +sr�q;r�� �;t9� � $'0mo���l � 0 ��� ! $'� #/�"� 4 �"+ � #1! +/� T

�pq � o�� �
1, 5625

�"# � �
100

r(#/�"+ � #sr��%$'0K�
�co�o���0N0/�%$6#�r�� �"$6#sr�z&!'��0 4 �%! + 200

r(#/�"+ � #sr��%$'0Kt � r($'0sr z6!'� 4 �%! + o���02#/�"� 4 �"+ � #1! +/��0 � � � $&#2o � ���"����l��%$�x
-��"+sq��"$}l����'$ � o�� � 0/�_r(#

T = 3, 125
�"#

6, 25 4 �%! + o���02� �"!�{3$'�%��v +/��0N��� r(#/�"+ � #sr��%$'0Kt��"# T = 12, 5 4 �%! +

Maxconf = 200
�>�.G@oM��01#Ilpo � r(+�z&!'�uo � 4 +/�5lpr�0sr��%$ �_v #/�"$6!'�N��01# �>{�l��po�o��"$6#/�;��&B� � r�o�o��"! +/0Kt[o����5l � +1#�z6! � �9+ � x

#sr�z6!'� ���
���"$7�"# � $&#B� � 0, 33
-��5{ �po�0Kt9�%$ 4 �"! # ��r(+/��z6!'�|o�� +/�5l � o � q��<��01# � � 4 +/�5lpr�0sr��%$ 0/�%!'0yx -��K{9�po��')6! + o��

4 o � $7�9! #/�"� 4 0C� �ul � o�l"!Do�tDo����>{9�5l"! #sr��%$ 01! + ! $ 4 +/�wl���0/0A�"! +#%8C 3-,-,-, $'�5l���0/0sr(#/�<! $ 4 �"! 4 o(!'0B� �!C �:�~r($�x
! #/��0�tDl�� z&!Dr,��0/#H#/�%! #@� � � r(# � l5l�� 4 # � vDo��;�

� O��3O�� �BU�WXU'Y@Y�Z[Y@\M]=U�ik\�fhg a SeY	�Z � + U$ik\Mfhg a SeY�U aV\�� + ]_\Mfhg
> �%!'0 � -��%$'02-6!=� � $'0 o � 4 +/�"�~r�n"+/� 4 � +1#sr���� 0/�5l"#sr��%$ C;� L � � ��z&!'��o����5z&! � #sr��%$.� �2o � ��r�"E!'0sr��%$ 4 �"+1���"#

! $'�2r(� 4 o � $6# � #sr��%$J� � 0/0sr(-��"���"$6# 4 � + � o�o�npo����"$.��r�01#1+sr�v ! � $&#uo��Bl � o�l"!Do>� �Bl%� � z6!'��� �"+sr(-���� 4 � +1#sr��po�o���01! +



� � ����� � �9������� 	 	 ���3	L���G� ������� � � �

-100000

-75000

-50000

-25000

0

25000

50000

75000

100000

0 10 20 30 40 50 60
Nombre de configurations

70 80 90 100
-100

-80

-60

-40

-20

0

20

40

60

80

100

���� � � � �� � �	� 
 � � � � � � � �
��������� ���������

� �� � �� �� � �� �� � �

� � �

-5e+06

-4e+06

-3e+06

-2e+06

-1e+06

0

1e+06

2e+06

3e+06

4e+06

5e+06

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Nombre de configurations

-100

-80

-60

-40

-20

0

20

40

60

80

100

���� � � � �� � �	�  � ! � � " " � �
#$$$$$$$$% $$$$$$$$&

' (' ) *' (' ) +' (' ) ,

� v �

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Nombre de configurations

V
o
x
e
ls

-/. 0 1 2 0 354 1 6 7 8:9 ;
<======> ======?

@ A
@ B
@ C

�Fl'�

-60

-40

-20

0

20

40

60

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Nombre de configurations

D
e
g
ré

s
DFE G H I G J K H L M NPO Q

RSSSSSST SSSSSSU

V W
V X
V Y

� �3�

-20

-15

-10

-5

0

5

10

15

20

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

V
o
x
e
ls

Nombre de configurations

Z	[ \ ] [ ^ _ ` acb `edgf
hiiiiiij iiiiiik

l m
l n
l o

� �'�

-50
-45
-40
-35
-30
-25
-20
-15
-10

-5
0
5

10
15
20
25
30
35
40
45
50

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Nombre de configurations

prq s t q u v w xcy wezg{
|}}}}}}~ }}}}}}�

� �
� �
� �

D
e
g
ré

s � ���

9;: <>= � � � � G@o�o(!'01#1+ � #sr��%$J0/! +8! $.+/�5l � o � q���+sr�q;r�� � 4 � +�o����5z&! � #sr��%$;� �Bo � ��r�"�!'0%r��%$J� �~o����"-��_o(! #sr��%$ � �� 
o � - � o��"! + � ��0C� �"+sr(-�����0 4 � +1#sr��po�o���0O� � o � #1+ � $'0so � #sr��%$ � � � �"#C� �uo � +/�%# � #sr��%$ � v ���Do � 4 �"+1#1! +sv � #sr��%$ δ2

� �
o � � ��0%l��"$&#/�N�9!q�+ � ��r��"$&#Kt��pq � o��"���"$&# 4 �%! +�o � #1+ � $'0so � #sr��%$ �Fl'� �"#�o � +/�%# � #sr��%$ � v ���'� ��0B- � +sr � vDo���0C� �uo �l��%$��}q�! + � #sr��%$ Xt

t�r����;� � ��0 4 � + � ��n"#1+/��0C� �8#1+ � $'0so � #sr��%$ � �'� �"#B� �8+/�%# � #sr��%$ � ���>�



� �7� � � ��	L� � 	6.����� �7	 � �
��� 	 	

! $ 4 +/�wl���0/0A�"! +K�w� �po � 0sr�q�$Dr � �|z&!'�H� � $'0Vo���l � 0G�9!�+/�5l � o � q��B+sr�q;r�� �;tXo�� 4 � + � o�o��po�r�01��� 4 �%#/�"$&#sr��poE��01#F� �C0sr {'tr����;��0sr { 4 +/��l���0/0/�"! +/0 4 �"! -��"$6#"�"#1+/�C! #sr�o�r�0/��0 0sr(�N!Do(# � $'�"���"$&#K��( $*�"$ � ���9!Dr(#H� �%$}l�z&!'�|o����%$ 4 �"! #G��0 4 �"+/�"+

� !*�~r��"!�{ ��r(-wr�0A�"+mo��<#/�"� 4 0H� �ul � o�l"!Do,0A�5z&!'�"$6#sr��po 4 � +H! $)� � l"#/�"! +B0sr {�t90/�_r(# 4 � 0/0/�"+H� � 19
�~r($6! #/��0@�N! $

4 �"! 4 o(!'0C� � 3
�~r($6! #/��0K�

� � 4 �"$'� � $6#Kt�� � $'03o��Vl � 0�� �mo � #1+ � $'0=� �%+1� � #sr��%$�+sr�q;r�� �;t=o��ml � o�l"!Do'�9!�q�+ � ��r��"$6#>� �Vo � �@�%$}l"#sr��%$K� � l���C #
��-��_r(+-o���0�� �"+sr(-�����0 4 � +1#sr��po�o���0 � � � � ��� � � ��C , �=�,���"#��"$K�"-wr�� �"$}l��G! $'�F+/��� �%$'� � $}l�� r(� 4 �%+1# � $&#/� � ��03l � o�l"!Do�0K�
&<� � � r(#Kt_o��ml � o�l"!Do'0 4 �5lpr �[z6!'�#��l%� � z6!'� 4 +/�wl���0A0/�"! +D��01#�+/�po � #sr(-��"���"$&# o�r(�~r(#/�  _o � 0/�"!Do�� - � +sr � #sr��%$�0/� 0sr(#1!'�
� ! $Dr(-�� � !I�9! -��5l"#/�"! +mz6!'�"o����%$I� !Do(#sr 4 o�r�� � -��5l|o���q�+ � ��r��"$6# � 0A0/�wlpr��@� l%� � z6!'� -��5{ �po�� ��o�� r(� � q�� +/�5l � o����
0/!Dr(- � $6# TΘ

� 0/�_r(# ∇s′J(s′)
�>��&<� 4 o(!'0Kt'l��:-��5l"#/�"! +2��01# l��%$'01# � $&# 4 �%! + o���0 4 � + � ��n"#1+/��02� �:#1+ � $'0so � #sr��%$�

(1, 0, 0)T 4 �%! + tx
t

(0, 1, 0)T 4 �%! + ty
�"#

(0, 0, 1)T 4 �%! + tz
�>t � o��%+/0Jz&!'� 4 �%! +�o���0 4 � + � ��n"#1+/��0 � �

+/�%# � #sr��%$Lt9! $l � o�l"!Do 4 +/� � o � vDo�� 4 �%! +�l%� � z6!'�<-��5{ �po,��01# $'�5l���0/0 � r(+/�;t 4 � +H�>{ �"� 4 o�� ∂R
∂θz

× (s− g)
� � $'0 o��l � 0C� � θx

� �D$P� �>�'$Dr(#sr(-��  
� o�� #/�"� 4 0>� ��l � o�l"!Do ��� ! $'�C� �"+sr(-���� 4 � +1#sr��po�o��B0/�"+ � ��r�"
�"+/�"$&# 01!Dr(- � $6# z6!'� o����%$�#1+ � r(#/�H! $ 4 � + � ��n"#1+/�
�9! -��5l"#/�"! +8� �N#1+ � $'0so � #sr��%$3�%! ! $ � $Dq;o��K� � +/�%# � #sr��%$Lt'l��2z&!Dr�� �"-�+ � r(#�o��_q;r�z6!'�"���"$&#80/�N#1+ � �9!Dr(+/�
4 � +H! $P� ��0/�5z6!Dr�o�r�v +/�2� �uo � l�� � +sq�� � �ul � o�l"!Do �

� �%$ 4 �"! #:��0/#sr(���"+2z6!'��o�� � 4 4 �%+1#�� ��o � 4 � + � o�o��po�r�0 � #sr��%$ 0/�"+ � ���_r($'�9+/� 4 � +N+ � 4 4 �%+1#$� o � -��"+/0sr��%$
0/�5z6!'�"$&#sr��po�o��Bz&!DrL$'�Bl � o�l"!Do��"+ � r(#uo���q�+ � ��r��"$6#2� �Bl%� � z6!'�N-��K{9�poD� �2o�� r(� � q��:+/�5l � o����Bz&!L� ! $'�K0/�"!Do��� �_r�0�t 4 �%! + �"$'01!Dr(#/��� � r(+/�2l%� � z6!'�N� !Do(#sr 4 o�r�l � #sr��%$ 4 +/� 4 +/� ��o � � �"+sr(-���� 4 � +1#sr��po�o��:��� ! $ 4 � + � ��n"#1+/�
� �

TΘ
�

�>$ � � r(#Kt_l�� #2� 4 � ��� � o�q��%+sr(#s� ��� ��01# 4 �"! � � � 4 #/�#�O! $'� �~r�0/�H�"$?�<! -�+/�H� � # � x 4 � + � o�o�npo��C� � $'03o��"l � 0 4 +/�5lpr�0
�9!*+/�5l � o � q��<+sr�q;r�� �;tDl � +"o���0"l � o�l"!Do�0 o���l � !�{I0 4 �5lpr �[z6!'��0#��l�� � z&!'� 4 +/��l���0/0/�"! +H0/�%$6# $'�pq;o�r�q�� � vDo���0K�$������01#
4 �%! +%z6!'�_r�tDr�o
$'�8$'�%!'0 � 4 � 0 0/�"��vDo��ur($6#/�"+/��0/0 � $6# � �<���"#1#1+/� �"$��<! -�+/� l��"#1#/� 4 � + � o�o��po�r�0 � #sr��%$L�

� �;: � +*6P/2#y! .$# �,/2( ?  �02 ��!� !$#%4����102 ��!$#���+ .$# �,/2(% !$+*0  �&�&2+* �(%#�&��	�
� �%����� o��&� � r(# � 4 4 � + � ��#1+/�B0 � � �>�'$Dr(#sr��%$H� 0/�5l"#sr��%$ C;� : � : �>t;l��"#1#/� - � +sr � $&#/�"l��%$6#sr($&!'� �9!:+/�5l"!Dr(#>0%r(� !Do���"lpo � 0/0sr�z6!'� �<��01#LvDr��"$ 4 o(!'0Pl��%� 4 o��>{9�&� ���"#1#1+/�F�"$ �<! -6+/�cz6!'�cl��>� �"+1$Dr��"+K� �D$ ��"
�"#Kt � o��%+/0hz6!'�*o��>0�l%�'�"� �

� � #/�"� 4 �"+ � #1! +/�C� � $'0 o�� +/�5l"!Dr(#F0sr(�N!Do��B$L����01#*� � vDr(#1!'�po�o��"���"$6#G! #sr�o�r�0/�Iz&!'� 4 �%! + l��%$&#1+/5_o��"+Vo�� � l5l�� 4 # � #sr��%$
� ��0?$'�%! -��po�o���0�l��%$��}q�! + � #sr��%$'0��&�M�7+/�5l"!Dr(# 0%r(� !Do�� � � � 4 # � #sr�� � 0A0/�wlpr��P�pq � o��"���"$&#*! $'� #/�"� 4 �"+ � #1! +/���
l�� � l"! $'�G� ��0-l��%� 4 ��0 � $&#/��0�E�- � +sr � vDo���0�� �co � l��%$��}q�! + � #sr��%$Lt �"#�! #sr�o�r�0/� l��po�o���0sxMlpr 4 �%! +���r(+sr�q��"+-o � +/�5l%�'�"+%l��'�
� � $'0 o � 4 � � 0A�������>{ 4 o��%+ � #sr��%$L�0&<� 4 o(!'0Kt'r�o3r($&#%npq�+/��! $'� 4 � � 0/�K01! 4 4 o��"���"$&# � r(+/��z&!DrD��01#uo � 4 � � 0/����r(#/�
� ��E=+=	:-A-.+=	 7 5-DC;t}q�+��_l�� �Bo � z&!'�po�o�� o���0H#/�"� 4 �"+ � #1! +/��0 4 �"! -��"$&#C�"-��"$6#1!'�po�o��"���"$&#<+/�"���%$&#/�"+K��� �"#1#/� 4 � � 0/�
��0/#H-6+ � r(���"$6#C! $'�<$'�%! -�� � ! #/� � � $'0Io���0 � o�q��%+sr(#s� ����0C� �2#2� 4 �<+/�5l"!Dr(#C0%r(� !Do��;t 4 !Dr�0�z&!'� � � vDr(#1!'�po�o��"���"$6#Kt
! $'�2#/�"� 4 �"+ � #1! +/�8$L����0/#C01! 4 4 ��0/���uz&!'�8� �5l"+/����#1+/�;�

�D$ l��%$'0/�5z6!'�"$}l��2�%$ 4 �%! +1+ � r(#C0K� � #1#/�"$'�9+/���K� �"-��_r(+��D{9�"+B! $ q�+ � $'�7$'�%��v +/� � � 4 � + � ��n"#1+/��0K��( +KtDr�o� � ! #�l��%$'01# � #/�"+Iz6!'�<#/�%! #/��0"o���0B�"# � 4 ��0B� � o�� � o�q��%+sr(#s� ���N0/�%$&# 4 +/�5lpr�0/�"���"$6# � �>�'$Dr���0 4 � +#�,��01#/�"+ 745;: t 5ML t
5;��< � � !'0/0%r�t�0A�"!Do�0�z&! � #1+/� 4 � + � ��n"#1+/��0 � �_r(-��"$6#yxM�"#1+/� 0 4 �5lpr � ��0 4 � +�o�� ! #sr�o�r�0 � #/�"! +  

� o��"l"+sr(#%n"+/�C��� � +1+%�"#Ktkz6!Dr � � $'0D$'�%#1+/�Il � 0F0/�"+ � ! $�$'�%��v +/�B� � {�r(� ! � � �"l��%$��}q�! + � #sr��%$'0 4 +/���9!Dr(#/��0K�� �%�����2� � $'0�o����5z6! � #sr��%$P� � o � ��r�"E!'0sr��%$Lt}l��<$'�%��v +/� 0/�"+ � $'�%#/� Maxconf
�

� Ngen
tPo � o��%$Dq�!'�"! +���� ! $ 4 � o�r��"+�� ��#/�"� 4 �"+ � #1! +/��0Kt-r����;�ho��?$'�%��v +/�*� ��l��%$��}q�! + � #sr��%$'0~z6!Dr 0/�%$&#

�"$Dq��"$'�9+/����0@�K#/�"� 4 �"+ � #1! +/��0Il��%$'0/# � $&#/��0 �

� Nacc
tXo�� $'�%��v +/�<� ��l��%$��}q�! + � #sr��%$'0"z&!DrE0/�%$6# � l5l�� 4 #/����0 � - � $&# #/�%! # � �5lpo��"$}l%�'�"���"$6#C� �Io � 4 � � 0/�

� �BE=+ 	 -A-.+=	:7B5-DC �
Nacc ≤ Ngen

���



� � ��� 	&&�L� � ����� � ��� � 	 � �M�
�9���'� ���K	 � ����� ��	 ����� � ���9�
	&	 �'��� 	���� � � � 	 � ���

� �"$��'$o��ul������ lpr��"$&#
c
z6!DrLl��%$&#1+/5_o���o � -wr(#/��0A0/���Bo � z6!'�po�o��uo���0H#/�"� 4 �"+ � #1! +/��0C0/�"+/�%$6# � v � r�0/0/����0K�

> �%#/�%$'0-z&!'�G$'�%!'0�! #sr�o�r�0/�"+/�%$'0
Maxconf

4 �%! +�� �"#/�"+1�~r($'�"+ ��z6!'�po����%���"$&# � ! +/�%$&#-o�r��"!�o���0-l%� � $Dq��"���"$6#/0

� � +/��0A�_o(! #sr��%$LtL�"$�o�����l5l"! +1+/�"$}l��
� l�� � z&!'�)�@�_r�0Bz&!'� Maxconf

4

l��%$��}q�! + � #sr��%$'0�0/�"+/�%$6# 4 +/�6�9!Dr(#/��0�� � o �
+/��0/�_o(! #sr��%$bo � 4 o(!'0u�'$'� � !}l"! $'��l��%$��}q�! + � #sr��%$ $L����01# � �%$}l?�"$Dq��"$'�9+/���;tPo����"$'�"+sq;r��?� � o � l��%$��}q�! + � #sr��%$l��%! + � $&#/� ��01#,0sr(� 4 o��"���"$&#L+/�5l � o�l"!Do����;�'�M�D$'�%��v +/�G#/�%# � o&� �D-��5l"#/�"! +/0 Θ

�H�"- � o(!'�"+M��01#M�pq � oD�
Maxconf+5� r�o:� � ! # � � �%! #/�"+Po���0hz6! � #1+/�D+/���"- � o(! � #sr��%$'0L� �co � l��%$��}q�! + � #sr��%$2l��%! + � $6#/�;t � r($'0srwz&!'�*o�� l � o�l"!Do6� �*o����"$'�"+sq;r��

� �uo � l��%$��}q�! + � #sr��%$ r($Dr(#sr � o��'�>�
�>�
���%$'08� � r($6#/�"$ � $&# 0%r-l��"# � o�q��%+sr(#s� ������01# � 4 #/�?� +/��0/�%!'�9+/�2o�� 4 +/�_vDo�n"����� �:+/�5l � o � q��Bl��%$'0sr�� �"+/�;t

�"#Iz&!'�po�o��8��0/#"o�� r($��'!'�"$}l��2+/��0 4 �5l"#sr(-��2� � l�� � l"! $ � ��0 4 � + � ��n"#1+/��0 �"-��wz6!'��0�lpr x � ��0/01!'0��
� O�)3OMQ �BS}W.-yfLWX^`U�g d�S$] SDi d�fh^`T"fLWki_S$^ S$ghik] a S�Y �U�YB/LfhWX\ i�� ^`Sb]=Z � + S[gPi;\MS[Y

�,��0B�>{ 4 �"+sr(���"$6# � #sr��%$'0 4 +/� � o � vDo���0 �%$&#`� � r(# � 4 4 � + � ��#1+/��z6!'� 4 �%! +"o�� 4 +/�_vDo�n"��� �9! +/�5l � o � q��2+sr�q;r�� �;t
�%$ 4 �"! # 0/� 4 � 0/0/�"+ � ��o � 4 � � 0/�N� ��E +=	 -A-g+=	 7  -DCk���>$ ��"
�"#Kt ��� ! $'� 4 � +1#|l��"#1#/� 4 � � 0/�2$L� � ���po�r��%+/� 4 � 0�o �z&! � o�r(#/� � ��0�+/�5l � o � q���0>�"#D��� � ! #1+/� 4 � +1#3o���0�+/�"���%$&#/����0>� � #/�"� 4 �"+ � #1! +/��0cz6!L���po�o��Vr($'�9!Dr(# � "
�5l"#/�mo � -wr(#/��0/0A�
� �"l��%$&-��"+sq��"$}l��;� � � l��%$'0A�5z&!'�"$}l��H��r(+/�5l"#/�B� �mo � $'�%$�x ! #sr�o�r�0 � #sr��%$ �9!�E +=	 -3-.+=	 7  -8CB��01#�! $'�H0sr(� 4 o�r �[l � #sr��%$
� �uo�� � o�q��%+sr(#s� ���  

� o���0O#/�"� 4 �"+ � #1! +/��0uz6!DrD�"# � r��"$&# � 0/0/��lpr�����0 ��l%� � l"! $'��� ��0 l��%� 4 ��0 � $&#/��08� �2o � l��%$��}q�! + � #sr��%$ Xt
t

r����;�
Ts,t, s ∈ {1, ..., N} �,D

N
��01#uo���$'�%��v +/�?� ��- � +sr � vDo���0 � 0/�_r(#20sr { 4 �%! + o���+/�5l � o � q���+sr�q;r�� �'�>t

4 �"! -��"$&# �"#1+/�`� !'0sr��%$ $'����0F� � $'0G! $'�B#/�"� 4 �"+ � #1! +/�C! $Dr�z6!'�;��&<�#� � r(#Ktwl���0>#/�"� 4 �"+ � #1! +/��0 �%$6#F#/�%! #/��0o � ���"���N- � o��"! +Ir($Dr(#sr � o��K�"#Io�� ���"���N0%l��'�"� � � � +/����+/�_r���r�0A0/�"���"$&#$��#/�"� 4 0O� � +/�5l"!Dr(#O�pq � o��"���"$&#
r�� �"$&#sr�z6!'�'�>t�0/�"!Do�� o � 4 � � 0/�2� ��E +=	 -3-.+=	 7  -8C � ! + � r(# 4 ! o���0C���6��r � �"+O� � � ��D �%$�� l�� z&!'��l%� � l"! $'�
� r(#B! $'�<- � o��"! +Iz6!Dr�o(!DrM0/�_r(# 4 +/� 4 +/�;�

� ! $ 4 � + � ��n"#1+/� � �2���_r($'0@���D{ �"+KtA��0 � -��_r(+Io��<$'�%��v +/� � ��l��%$��}q�! + � #sr��%$'0 � l5l�� 4 #/����0 Nacc
�

#M�%! #/���@�_r�0Kt�o � 01! 4 4 +/��0/0%r��%$.� ��l��"#1#/���"# � 4 ���9!J+/�5l"!Dr(#20sr(� !Do�� � � � 4 # � #sr��"o(!Dr>�"$Do�n"-��~o � l � + � l"#/�"+sr�0/#sr�z&!'�
��� � � ! #/�=x � � � 4 # � #sr��%$ �;t&�"#F+/�"$'�?� �%$}l"o�� � o�q��%+sr(#s� ��� 4 o(!'0F0/�"$'0%r�vDo�� � !�l��'�_r {�� ��0 4 � + � ��n"#1+/��0 Ngen

�"#
c
�

������01#Vl���z&!'�B$'�%!'0 � o�o��%$'0G-��_r(+ � � $'0 o � 01!Dr(#/�;� @-r($ � o��"���"$&#Kt9�%$ 4 �"! #G+/�"� � +%z&!'�"+ z6!'��o � 0/! 4 4 +/��0/0sr��%$ �9!
E=+=	:-A-.+=	 7 5-DC � � r(# z6!'��o�� � ) � 4 �"! # �"#1+/�:-6! �"$�z6!'�po�z6!'�N0/�%+1#/�2l��%�����:! $ +/�5l"!Dr(#<0sr(�N!Do�� � lpo � 0/0sr�z6!'�2�
� -��5l8! $'� 4 � � 0A�2�����>{ 4 o��%+ � #sr��%$ 0 4 �5lpr �[z&!'�8�"#B! $70�l%�'�"� � � �<+/��� +/�_r���r�0/0/�"���"$6#C#1+%n�0H+ � 4 r�� �;�

✒
� ������	6� ��	6��.	

� �'$*� � ���"#1#1+/� �"$*�"-wr�� �"$}l���o�� r($��'!'�"$}l��<01! +Vo�� � o�q��%+sr(#s� ���8� ��0G��r�"
�"+/�"$&#/0 4 � + � ��n"#1+/��0Kt�o�� � ) � � �"#/�
�>{9�5l"! #/�*�"$�l��%$'0sr�� �"+ � $&# 4 o(!'0sr��"! +/0 �1�"!�{ � � 4 � + � ��n"#1+/��0K� & � $'0Bl���0K� �"+1$Dr��"+/0Kt Maxconf

��01#K01! 4 4 ��0A�

� -��_r(+2o � ���"����- � o��"! +KtM0/�_r(#<� ,-, l��%$��}q�! + � #sr��%$'0Kt � o��%+/0�z6!'� 4 �%! + Ngen
�"#

c
t,# � $'��r�02z&!'��o�� ! $ � ! $'�

- � o��"! +3�D{ �;t_o�� � ! #1+/�B�"-��_o(!'�;�6�D$?��"
�"#Kt=o��"l"+sr(#%n"+/�B��� � +1+%�"#>$L� � � 4 +/� 4 +/�"���"$&# 4 � +so��"+ � !}l"! $'�"r($��'!'�"$}l��B0/! +o � l��%$&-��"+sq��"$}l��<� �"o�� � o�q��%+sr(#s� ���;��G � � � o��"���"$&#Ktwr�o � �_r(#0� !'01#/���"#1+/�|l%�'�_r�0srE� � � ��D �%$ �<$'� 4 � 0F01#/� 4 4 �"+ o�� � o xq��%+sr(#s� ���C0sr[l��po(!Dr xMlpr�$L� � 4 � 03�'$Dr�� ��l��%$&-��"+sq��"+K� � r($'0sr�t Ngen
4 +/�"$'��01!}l5l���0A0sr(-��"���"$&#mo���0>- � o��"! +/0 C , t 3-, t

L , �"# �-, � -��5l c = 7, 5
t 4 !Dr�0Kt%+/�5lpr 4 +/�wz6!'�"���"$&#

Ngen
��01#-�D{ �#� 3-, �"#

c
��01#D�5l%� � $6#sr�o�o��%$ $'�C+/�pq�!Do�r�n"+/�"���"$6#

� � $'0>0/�%$~r($&#/�"+1- � o�o��C� �H� �>�'$Dr(#sr��%$ �
[1; 10]

�>� � !�-�!�� ��0cl��%! +svE��0>� ��l��%$&-��"+sq��"$}l��|z&!'� o����%$ �_v #sr��"$&# 4 �%! +o����"+1+/�"! +Vz6! � �9+ � #sr�z&!'�H���%���"$ $'��o��%+/0G� �"o � �~r�0/�B�"$!�<! -�+/�H� ��0��1�"!�{�� � 4 � + � ��n"#1+/��0@� q�+ � 4 �Dr�z6!'��0 � � : � � �
�"# � � : � v �=�>t=r�o8� � ! #�+/�5l��%$ $ � ��#1+/�"z6!'� l;����01#Po�� 4 � + � ��n"#1+/� c

z6!Dr�r($��'!'� ��0A0/�"$&#sr��po�o��"���"$6#F01! +3o � l��%$6-��"+sq��"$}l��
� �Bo�� � o�q��%+sr(#s� ���;�(�,� 4 � + � ��n"#1+/� Ngen

$L� � o(!Dr z&!L� ! $ r(� 4 � l"#�o�r(�~r(#/��01! +uo�� � o�q��%+sr(#s� ���� 'o � -wr(#/��0/0A�:� �
l��%$&-��"+sq��"$}l��2��01# o��pqkn"+/�"���"$6# � "E�5l"#/��� 4 � + o � o��%$Dq�!'�"! +C� ��0 4 � o�r��"+/0H� �O#/�"� 4 �"+ � #1! +/�;���D$ ��"E�"#Kt�l��%�����
o��K���%$&#1+/�"$&#2o���0uq�+ � 4 �Dr�z6!'��0)�Fl'�>t � �3�>t � �'�8�"#!� ���O� �Bo � �}q�! +/� � � :�� tLl;����01# c

z&!Drcl��%$6#1+/5_o���o � -�r(#/��0/0/�?�
� 	gR�RLN�P0RLM \�P�d�� \��;S'\�PTP���N[N�Z R �LN�_ �
��Z�N�P0R
��N[Z�UTM���c�P0RaUTPVN ��Y �TN�dOdON[dO\ �c �LM R
�T^`M f0UTN�i



� � � � � ��	L� � 	6.����� �7	 � �
��� 	 	

200

400

600

800

1000

1200

1400

1600

1800

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900
Nombre de configurations

Similarité quadratique

������� �	� 
��	�� ���

���������������� ��������������� 40
20
10

80

M
oy

en
ne

 d
u 

co
ut

� � �

200

400

600

800

1000

1200

1400

1600

1800

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900
M

oy
en

ne
 d

u 
co

ut
Nombre de configurations

Similarité quadratique

�	��� ��������� �� ��

!"""""""""""""""""""# """""""""""""""""""$
5

2,5
1

7,5
10

� v �

1e-07

1e-06

1e-05

0.0001

0.001

0.01

0.1

1

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900

%�&('�) *	+ ,�-�.�/ 01&

2333333333333334 333333333333335 40
20
10

80

687 9�:<;7 = >�? @A= 7CBEDGF HJI F K DLF M�I F KN7 ? OQP

Nombre de configurations

�Fl'�

1e-09

1e-08

1e-07

1e-06

1e-05

0.0001

0.001

0.01

0.1

1

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900
Nombre de configurations

RGS T�U<VS W XCY Z�W S [<\^] _J` ] a \G] b�` ] aNS Y cJd
egfCh ikjmlCnpoEq�r

sNtvuxw y

zE{v|

}N~v�x� �

�E��� �

� �3�

0.0001

0.001

0.01

0.1

1

10

100

1000

10000

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900
Nombre de configurations

�N�m�x� �g� �N�g��� �k�

���������������� ��������������� 40
20
10

80

�����k�E��C� �J� �A� ���8 

� �'�

1e-06

1e-05

0.0001

0.001

0.01

0.1

1

10

100

1000

10000

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900
Nombre de configurations

¡�¢�£k¤E¥¢C¦ §J¨ ©A¦ ¢�ª8«
¬gC® ¯k°m±C²

³E´�µ

¶N·v¸x¹ º

»E¼v½

¾N¿vÀxÁ Â

ÃEÄ�Å Æ

� ���

9;:�<>= � � � � %C�5l"!Dr(#80sr(�N!Do�� � � � 4 # � #sr�� 0/�5z6!'�"$&#sr��po3xB�"-��_o(! #sr��%$3���%���"$ $'���9! l���C # � ! l��%! +/08� �2o�� � o�q��=x
+sr(#s� ��� 4 �%! +N��r�"
�"+/�"$&#/��0:- � o��"! +/0:� � � � � Ngen

�"# � v �
c

�&�Fl'�2�"# � �3� 4 +/��0/�"$&#/�"$6#2o����"-��_o(! #sr��%$ � 0/0A�wlpr����
+/��0 4 �5l"#sr(-��"���"$6# �)� � �D�"#�� v �>� ��o � #/�"� 4 �"+ � #1! +/�O� ��0>- � +sr � vDo���0G� � Θ

�3� �'�D�"#Q� ����� �5l"+sr(-��"$&#H� �Io � ���"���
� � $Dr�n"+/� o � � �5l"+/�_r�0/0 � $}l��2� � o � #/�"� 4 �"+ � #1! +/�N��� � l5l�� 4 # � #sr��%$L�



� � ��� 	&&�L� � ����� � ��� � 	 � �M�
�9���'� ���K	 � ����� ��	 ����� � ���9�
	&	 �'��� 	���� � � � 	 � ���

o � z&!'�po�o��uo���0C#/�"� 4 �"+ � #1! +/��0��
Ts,t

��01# � 0/0A�wlpr���� � !�{ - � +sr � vDo���0B�"# Tt
��01#�o � #/�"� 4 �"+ � #1! +/� ��� � l5l�� 4 # � #sr��%$ �

� �5l"+/�_r�0/0/�"$&#? 4 o(!'0 c
��01# 4 +/�wl��'�8� �O0 � vE�%+1$'��r($�� �"+sr��"! +/�;t 4 o(!'0 o � � �5l"+/�_r�0/0 � $}l��8��0/#mo��"$6#/�;t�r($&-��"+/0/�"���"$6#Kt

o � � �5l"+/�_r�0/0 � $}l��Bo � 4 o(!'0<+ � 4 r�� ��0K���_v #sr��"$6# � -��5l~o � vE�%+1$'��01! 4 �"+sr��"! +/�;� ( +Kt 4 o(!'0 o � #/�"� 4 �"+ � #1! +/����� � l>xl�� 4 # � #sr��%$�v � r�0/0A�;t����_r($'0F�%$ � ! #/�%+sr�0A�C� �B+/�"���%$6#/��� �"$ �"$'�"+sq;r��;t&�"#F� �%$}l 4 o(!'0>+ � 4 r�� �"���"$&# o�� � o�q��%+sr(#s� ���
l��%$&-��"+sq��2-��"+/0C! $7� 4 #sr(� ! � � �"-��"$&#1!'�po�o��"���"$&# o���l � o �>�

&B� � r�o�o��"! +/0Kt;l��%� 4 � +/� � !K+/�5l"!Dr(#>0sr(� !Do����|lpo � 0/0sr�z6!'�"�;t��%$K-��_r(#*z&!'�mo��%+/0%z6!'� c
��01# 4 +/��l%�'�H� � 0 � v��%+1$'�

01! 4 �"+sr��"! +/�;t3o � � �5l"+/�_r�0A0 � $}l�� � ��0K#/�"� 4 �"+ � #1! +/��0 ��01#��>{�#1+%�"���"���"$6#?+ � 4 r�� �;�$&<� 4 o(!'0Kt3o���0~l������ lpr��"$&#/0
� ��+/���9!}l"#sr��%$J! #sr�o�r�0/��0 4 �%! + � v � r�0/0/�"+ o���0 #/�"� 4 �"+ � #1! +/��0:� � $'0 o�� � ) � �"-��_o(!'�"$6#Kt 4 !Dr�0�z&!L� r�oF� �5l"+/�_r�0A0/�"$&#
01!Dr(- � $6#�! $'�P�>{ 4 �%$'�"$&#sr��po�o��r($6-��"+/0/�;�m� �5lpr ��01#��~r�0 4 o(!'0�lpo � r(+/�"���"$&#*�"$ �"-wr�� �"$}l��H� o � �}q�! +/� � � L � � �� o����%+/� �%$ $'��� � ! $'�B�5l��'�po�o���o��_q � +sr(#s� �~r�z6!'�'�cz6!Dr'���%$6#1+/��o����"-��_o(! #sr��%$ �9!�l��6��� lpr��"$6#G� �H+/���9!}l"#sr��%$

αt
� ��0

#/�"� 4 �"+ � #1! +/��0 4 �%! + c = 1
�"#

c = 10
t � -��5l Ngen = 20

t�0/�_r(# LX� 4 � o�r��"+/0 � � #/�"� 4 �"+ � #1! +/��0K�.% � 4 4 �po��%$'0z&!L���%+sr�q;r($'�po�o��"���"$6#�r�o � � 0A� 4 #�l��6��� lpr��"$6#/0?� �I+/���9!}l"#sr��%$ ��! $ 4 � +�- � +sr � vDo�� � �
Θ
t 4 o(!'0�! $ 4 �%! +Bo �

#/�"� 4 �"+ � #1! +/����� � l5l�� 4 # � #sr��%$ �>t
� � r�0uz6!'�2l��N$'�%��v +/����01#O+/���9!Dr(#���! $30/�"!Do��9!�� � r(#<� �2o�� � v'0/�"$}l���� ��o �
4 � � 0/�2� �BE +=	 -A-.+ 	 7B5-DCN�"#Iz6!L� r�o,0K���_v #sr��"$&#Q� 4 � +1#sr(+C� �!� C;� 3 � �  

αt = exp
(

−c · t 1
6

) � � ��C � �
� � $'0�o��ul � 0B�9!7+/�5l � o � q��2+sr�q;r�� �;�

1e-09

1e-08

1e-07

1e-06

1e-05

0.0001

0.001

0.01

0.1

1

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
Paliers de températures

Coefficient de réduction
��� � ���
	 ��� ����������� ����� 10,0

1,0

��� � � �

-1

-0.5

0

0.5

1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

��� �����  ! " � ��#%$ & ')(

*++++++++++++++++++++++++, ++++++++++++++++++++++++-

0,01
0,1

1

0,00001
0,0001
0,001

.�/

0�1

� v �

9;: <>= � � � � %C�5l"!Dr(#�0%r(� !Do�� � � � 4 # � #sr��20/�5z6!'�"$&#sr��po"x)� � �:�"-��_o(! #sr��%$ �9! l��6��� lpr��"$6#?� �*+/���9!}l"#sr��%$ � ��0
#/�"� 4 �"+ � #1! +/��0 4 �%! +8��r�"E�"+/�"$6#/��08- � o��"! +/08�9! 4 � + � ��n"#1+/� c

� � v � �"-��_o(! #sr��%$.� �Bo � - � +sr � vDo�� � o�� � #/�_r(+/� λs! #sr�o�r�0/���2� � $'0"o � 4 � � 0A�2�����>{ 4 o��%+ � #sr��%$Lt 4 �%! + 4 o(!'0%r��"! +/0B#/�"� 4 �"+ � #1! +/��0 Ts,t
�

� � +Bl��%$'0/�5z6!'�"$&#KtL�%$	l��%� 4 +/�"$'� � r�0/�"���"$&#Kt-z6!'��o��%+/0%z6!'�
c � ! $'�?- � o��"! + 4 +/�wl��'� � � 0 � vE�%+1$'��r($�x� �"+sr��"! +/�;t'o � � �5l"+/�_r�0/0 � $}l���� �2o � #/�"� 4 �"+ � #1! +/����� � l5l�� 4 # � #sr��%$;��01#<#/�po�o��"���"$&# o��"$6#/�;tLz6!'�Bo���0<+/�"���%$&#/����0

�����"$'�"+sq;r��I0A�%$&#:#1+%n�0 $'�%��v +/�"!'0/��0K�"#�o � l��%$&-��"+sq��"$}l���� 4 �pr($'� 4 �"+%l�� 4 #sr�vDo��;� � !Dr�0 � ! � ! +N�"#?� ����01! +/�
z&!'�

c
l"+/����#Kt�o���0 +/�"���%$6#/����0C�"$ �"$'�"+sq;r��80/�%$6# � �<���_r($'0H�"$*���_r($'0 � 4 4 � +/�"$6#/��0Kt'��r�0 4 � + � r�0A0 � $&#H#1+%n�0 + � 4 r x

� �"���"$&#Kt*r����;� � 4 � +1#sr(+�� �
c = 5

�$�D$ � � r(#Kt-o��%+/0%z&!'�Jo�� 4 � + � ��n"#1+/� c
- � ! # C , t3o � � �5l"+/�_r�0/0 � $}l��7� ��o �

#/�"� 4 �"+ � #1! +/�K��� � l5l�� 4 # � #sr��%$.��01#O#/�po�o���z6!'�;t��Dn�0 0 � � �"!�{�r�n"��� - � o��"! +Kt�! $'� � !Dq����"$6# � #sr��%$.� ��o����"$'�"+sq;r��
��01#Vz6! � 0sr[r(� 4 ��0/0sr�vDo��;� � !'0A0sr�t&�%$ 4 �%! +1+ � r(# 0K� � #1#/�"$'�9+/�Q���"#1+/�IvDo��wz6!'�C� � $'0 ! $ � 4 #sr(�N! � o��wl � o�t 4 !Dr�0%z&!'�



� � � � � ��	L� � 	6.����� �7	 � �
��� 	 	

o�� � o�q��%+sr(#s� ���<$'�@� � r(#"z&!L� � l5l�� 4 #/�"+B� ��0 l��%$��}q�! + � #sr��%$'0 � vE�%! #sr�0/0 � $6#,� ! $'�<� ��0%l��"$6#/�<� �|o����"$'�"+sq;r��;�7( + o �l��%! +svE�2� �ul��%$6-��"+sq��"$}l�� ���%���"$ $'�)� �}q�! +/� � � : � v �=�H���%$&#1+/� vDr��"$z6!'� l��<$L����01# 4 � 0"o��ul � 0K�
&O�"!�{ � � l"#/�"! +/0 4 �"! -��"$&#C�>{ 4 o�r�z&!'�"+|l��"#1#/�2�_v'0/�"+1- � #sr��%$  
� ��� ! $'� 4 � +1#�o���o�r�0/0 � q��:� � o � � �%$}l"#sr��%$=� ��l���C #O+/��01!Do(# � $6#<� ��o�� � 4 4 +/��l%�'�:� !Do(#sr(+/��0/�_o(! #sr��%$ ��01#C#/�po
z&!'� o���0B�~r($Dr(� � o��wl � !�{7�%$6# 4 + � #sr�z&!'�"���"$6# ��r�0 4 � +1! �

� ��� � ! #1+/� 4 � +1#Ktwo � � � $Dr�n"+/�8� �%$&#H��01# 4 � +%l��%! +1! o�����0 4 � l��<� � +/�5l%�'�"+%l%�'� 4 � +Vo�� � o�q��%+sr(#s� ���$� o � 4 � � 0/�
�����>{ 4 o��%+ � #sr��%$ �>�L������01#yx ��x ��r(+/�2z6!'� o � ���"#s�'��� �N! #sr�o�r�0/��� 4 �%! + 4 +/���9!Dr(+/��o���0C$'�%! -��po�o���0 l��%$��}q�! + � x
#sr��%$'0 4 +/�"-�r��"$&#Io�� vDo���l � q�� 4 +/�"� � #1! +/�N� � $'0"o��uv � 0/0sr($7��� � #1#1+ � l"#sr��%$ ��� ! $P� 4 #sr(� ! � o��wl � o���M�Vo�r�0A0 � q�� � �Vo � �@�%$}l"#sr��%$�� � l���C #D+/���9!Dr(#>��"E�5l"#sr(-��"���"$6#co�� $'�%��v +/�H� � �~r($Dr(� � o��wl � !�{�t � � r�0�$'� o���0(� � r(#

4 � 02#/�%!'0 ��r�0 4 � + � ��#1+/�;��)6# � #sr�0/#sr�z&!'�"���"$6#Kthr�o>��01#2� �%$}l 4 �"! 4 +/�_v � vDo�� z&!'�~o � l��%$��}q�! + � #sr��%$ � ��� � 4 � +1#Ktz6!DrD��01#ul��%$'01#1+1!Dr(#/� � o�� � #/�_r(+/�"���"$&#Kt�0/�_r(#<#/�%!,� �%! +/08� � $'0 o��:-��_r�0sr($ � q����9!3�~r($Dr(�N! � q;o��_v � o�� ( + r�o�� � ! #vDr��"$`l��%$'01# � #/�"+Jz&!L� � !}l"! $'� �>{9�5l"! #sr��%$ �9! +/�5l"!Dr(# 0sr(�N!Do�� � � � 4 # � #sr�� � -��5l c
�pq � o � C , $L� � l��%$6-��"+sq��

-��"+/0<! $=�~r($Dr(�N! � o��wl � o��L������01#2� �%$}l2o � 4 � � 0/�K�����>{ 4 o��%+ � #sr��%$bz6!DrL0/�"��vDo���	��$E���_E�L�>{ 4 o�r�z6!'�"+ o��2v��%$l��%� 4 �%+1#/�"���"$&#O� �uo�� � o�q��%+sr(#s� ���;�
&O� � � r(#Kt�o����"#1!'� � � �Vo � 4 � � 0/�G�����>{ 4 o��%+ � #sr��%$��9!K+/�5l"!Dr(#D0sr(� !Do�� � � � 4 # � #sr��b� 0A�5l"#sr��%$ C;� : � : �����%$6#1+/� z&!'�

l��"#1#/�C� �"+1$Dr�n"+/�H$'��l��%$'0sr�01#/� 4 � 0&� l��%$'0sr�� �"+/�"+>! $ 4 �"#sr(#D-��_r�0sr($ � q�� � ! #/�%! +F� � o � l��%$��}q�! + � #sr��%$�l��%! + � $6#/�;t
� � r�0O��01#O� �>�'$Dr��:� ��� ��D �%$ � 4 �"+1���"#1#1+/�:� � � � r(+/�N� ��q�+ � $'� 0O0 � ! #/0 � � $'0|o�����0 4 � l��:� � +/�5l��'�"+%l%�'�;t
0 � ! #/0
� �%$6#3o�� � � 4 o�r(#1!'� � ��0/#Pl��%$&#1+/5_o���� 4 � +-o���0�#/�"� 4 �"+ � #1! +/��0 � 0/0A�wlpr�����0 � !�{�l��%� 4 ��0 � $&#/��0D� ��0-l��%$��}q�! + � #sr��%$'0K�
�>$I��"
�"#Ktwl��%�����|o�� ���%$&#1+/��o����5z&! � #sr��%$ � C;� 363 �>t 4 �%! + 4 +/���9!Dr(+/� ! $'� $'�%! -��po�o���l��%$��}q�! + � #sr��%$ Yt

t6�%$ � ��x
��r(#sr��%$ $'�$��l%� � l"! $'�?� ��0�l��%� 4 ��0 � $6#/��02� � Xt

! $'� 4 �%$'� �"+ � #sr��%$ � o�� � #/�_r(+/��� ��o � # � r�o�o���� �2o�� r($&#/�"+1- � o�o��
� �?+/�5l%�'�"+%l��'�;�*� �"#1#/� 4 �%$'� �"+ � #sr��%$ λs ∈ [−1; 1]

��0/# ��r�"E�"+/�"$6#/� 4 �%! +�l�� � z&!'�?- � +sr � vDo�� xt,s
�"# �"-��_o(!'�

0/!Dr(- � $6#mo � #/�"� 4 �"+ � #1! +/� � 0/0/��lpr������2l��po�o��>xMlpr�� � r($'0%r�t�l��%������o��O���%$&#1+/� o � �}q�! +/� � � L � v � � � $'0mo���l � 0 �9!
+/�5l � o � q��2+sr�q;r�� �$��! $'�80/�"!Do��O#/�"� 4 �"+ � #1! +/� l��%���N! $'���:#/�%! #/��0"o���0"l��%� 4 ��0 � $&#/��0��>t�r($Dr(#sr � o��"���"$&#Io��%+/0�z&!'�
Ts,t

��01# �po��"-����;t
Yt

��01# �_v #/�"$6!'� �"$ 4 �"+1#1! +sv � $6#��@�%+1#/�"���"$&#
Xt
�0�D$'01!Dr(#/�;t�� ����01! +/��z6!'�~o � #/�"� 4 �"+ � x

#1! +/� � 0/0/��lpr���� � !�{ l��%� 4 ��0 � $&#/��0 v � r�0/0/�;t$o���0 4 �"+1#1! +sv � #sr��%$'020A�%$&#O���_r($'0|r(� 4 �%+1# � $&#/��0�tE� � r�0 #/�%! #/���@�_r�0
0/!��?0 � $&#/��0 4 �%! + 4 +/���9!Dr(+/�<� ��0Vl��%$��}q�! + � #sr��%$'0H#1+%n�0 ��r�"
�"+/�"$&#/��0H� �|o � l��%$��}q�! + � #sr��%$l��%! + � $6#/� ��-��_r(+mo���0
q�+ � 4 �Dr�z6!'��0 � ��o � �}q�! +/� � � � �>�0�>$J#/�%! # �"# � # � � l � !'0/�;tLo � 4 � � 0A�������>{ 4 o��%+ � #sr��%$ #/�po�o���z6!'�~o�� � � �>�'$Dr��
G $Dq;vE�"+Kt � � r(#mz6!'�|o�� � o�q��%+sr(#s� ���<$'�C+sr�0%z6!'� 4 � 0 ��� �"#1+/� 4 +/�"� � #1! +/�"���"$6#�vDo��wz6!'�O� � $'0 ! $I� 4 #sr(�N! �,o��wl � o���c���"-��_o(! #sr��%$:�9!�� � l"#/�"! +L� � 4 �%$'� �"+ � #sr��%$:� � $'0ho�� l � 0��9! +/�5l � o � q��>+sr�q;r�� �Q� q�+ � 4 �Dr�z6!'� � � L � v �=� 4 �"+1���"#

� !'0A0sr
� � �~r��"!�{ l��%� 4 +/�"$'�9+/�uo�� 4 +sr($}lpr 4 �80/�%!'0yx�� � l��"$&#,��o � 4 � � 0/�8��r(#/�8� �2E=+ 	 -A-.+=	:7B5-DC;���>$7��"E�"#KtDl��"#1#/�
4 � � 0A� � $'�%# � �����"$&# 4 �%! +H+/5_o��2� ��� � r(+/�<+/�"���%$&#/�"+|o���0 #/�"� 4 �"+ � #1! +/��0 � ��0�l��%� 4 ��0 � $&#/��0 � "
�5l"# � $&# 4 �"!o����"$'�"+sq;r��;�X� �"z6!Dr 0/� #1+ � �9!Dr(#*r(� 4 o�r�lpr(#/�"���"$&# 4 � +-o � ������r �[l � #sr��%$?� ��0�� � l"#/�"! +/0D� � 4 �%$'� �"+ � #sr��%$ � 0/0A�wlpr���0
� �<� � $Dr�n"+/��� 4 +/�6�9!Dr(+/� � ��0 4 �"+1#1! +sv � #sr��%$'0 4 o(!'0"r(� 4 �%+1# � $&#/��0O� � $'0�o � 4 � � 0/� �����>{ 4 o��%+ � #sr��%$L�

� �'$ � �I-��"+sr � �"+�z&!'��o��Jl��%� 4 �%+1#/�"���"$&# z6!'�I$'�%!'0 � -��%$'0��_v'0/�"+1-��*�"#�� �%$}l z6!'��o���0K�>{ 4 o�r�l � #sr��%$'0
4 +/� 4 ��0/����080/�%$6# r($'� � 4 �"$'� � $6#/��02� �2o � �@�%$}l"#sr��%$3� �Bl���C #Kt$o�� r($��@�%+1� � #sr��%$3� ! #1!'�po�o�� � �"#/�K� 4 #sr(�~r�0/�����"$l��%$'0%r�� �"+ � $&#�o���0B#1+/�_r�0B���pr�o�o��"! +/0 �1�"!�{ � � 4 � + � ��n"#1+/��0K� �M��0Il��%! +svE��0C� � l��%$6-��"+sq��"$}l��2z6!'�uo����%$ �_v #sr��"$&#Kt
4 +/��0A�"$&#/����0 � � $'0 o � �}q�! +/�Ilpr x � 4 +%n�0�t&���"#1#/�"$6# �"$I�"-wr�� �"$}l�� ! $Jl��%� 4 �%+1#/�"���"$6# � $ � o��_q�!'�Q��l��po(!Dr��>{��Dr�v��
4 � +Io�� � o�q��%+sr(#s� ����o��%+/0 �9!P#1+ � r(#/�"���"$&#<� �uo����"+1+/�"! +�z&! � �9+ � #sr�z6!'�2���%���"$ $'�;�'� �po � 0/�"��vDo��N� �%$}l 0sr�q�$Dr � �"+
z6!'�2o���08�>{ 4 o�r�l � #sr��%$'0 � - � $}l�����0<+/��01#/�"$&#8- � o � vDo���0 4 �%! +�o�� r($��@�%+1� � #sr��%$3� ! #1!'�po�o��;�]%C�"� � +%z6!'�%$'0 z&!'��o���0l��%! +svE��0 4 +/��0A�"$&#/�"$&#Po���0hz6! � #1+/� 4 r�l�0 � #1#/�"$'�9!'0&��-��_r(+Lo�� r($&#1+/���9!}l"#sr��%$K� �cl��cl%� � 4 r(#1+/�;t�0/�5l"#sr��%$ � ��C'�>t�l%� � l"! $
+/��0/!Do(# � $&# ��� ! $ l%� � $Dq��"���"$&#<� �<+/��0/�_o(! #sr��%$L�



� � ��� 	&&�L� � ����� � ��� � 	 � �M�
�9���'� ���K	 � ����� ��	 ����� � ���9�
	&	 �'��� 	���� � � � 	 � � �

400

600

800

1000

1200

1400

1600

1800

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900
Configuration

Similarité quadratique

����� ���	��
�� ����
����������� ����������
10
5
1

M
oy

en
ne

 d
u 

co
ut

 d
es

 c
on

fig
ur

at
io

ns
 g

én
ér

ée
s

� � �

400

600

800

1000

1200

1400

1600

1800

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900
Configuration

Similarité quadratique
����� ���	����� ����� �!!!!" !!!!# 7,5

2,5

M
oy

en
ne

 d
u 

co
ut

 d
es

 c
on

fig
ur

at
io

ns
 g

én
ér

ée
s

� v �

9;: <>= � � � � %C�5l"!Dr(#L0sr(� !Do�� � � � 4 # � #sr���0A�5z&!'�"$6#sr��poXxE�"-��_o(! #sr��%$:���%���"$ $'� 01! +ho���0 3-, +/�5l � o � q���0�t�� � $'0Po��Vl � 0
� � o����"+1+/�"! +Vz6! � �9+ � #sr�z&!'�H���%���"$ $'�;t&�9!�l���C #F� ��0 l��%$��}q�! + � #sr��%$'0 4 +/���9!Dr(#/��0 4 � +*o � 4 � � 0/�C�����>{ 4 o��%+ � #sr��%$

-0.8

-0.75

-0.7

-0.65

-0.6

-0.55

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900
Nombre de configurations

Information mutuelle$&% ' (*)�+ ,&- .0/1)�2 3 4
5&6 7 8*9�: ;&< =0>19�? @ A
BDC E FHG�I JDK L1M1G�N J O J

M
o
y
e
n
n
e
 d

u
 c

o
u
t

9;: <>= � � � � %C�5l"!Dr(#70sr(�N!Do�� � � � 4 # � #sr��?0/�5z6!'�"$&#sr��poux �"-��_o(! #sr��%$ ���
���"$ $'�J�9! l���C #P� � $'0o�� l � 07� �
o�� r($�� �%+1� � #sr��%$ � ! #1!'�po�o���o��%+/0%z6!'��o����%$�l��%$'0sr��Dn"+/��o���0 �1�"!�{J� � 4 � + � ��n"#1+/��0 � � � $&#�� �%$ $'��o���0 ���pr�o�o��"! +/0
+/��01!Do(# � #/0 4 �%! +"o����"+1+/�"! +|z6! � �9+ � #sr�z&!'�2���
���"$ $'�;�



� � � � � ��	L� � 	6.����� �7	 � �
��� 	 	

✒
� � ��� � �
�P	 	��?� 	6.����� �7	�� 	����
	 � � ��	���	�0�&&�M�������

�C$'�I���pr�o�o��"! +/� � 4 4 +/�5lpr � #sr��%$ � ��o � z6! � o�r(#/�*� ��0K+/�5l � o � q���0~z&!'��o�� >,< 	��./ �;T+ 2  4 687�	:/;+ < >@-A-.+=	:7B5-DC
��0sr(� 4 o�r � �2� � r����;� � � $'0B$'�%#1+/��l � 0Kt'0 � $'0B� � ! #/�=x � � � 4 # � #sr��%$b� � 4 �"+1���"# �����_v #/�"$Dr(+Kt 4 �"! #|�"#1+/� � �%$ $'���
� ! ���%���"$ � � 01# � #sr�0/#sr�z&!'��0�0/! +~o���0��"+1+/�"! +/0�� �*+/�5l � o � q��;� �M� l � o�l"!DoC� �l���0K- � o��"! +/0?01# � #sr�01#sr�z6!'��0�01! +
3-, +/�5l � o � q���0���# � vDo�� � ! � � : �>t 4 �%! +mo���0 � �"!�{)� �%$}l"#sr��%$'0H� ��l���C #Kt �"$�l��%$'0%r�� �"+ � $&#@��l%� � z6!'��� �_r�0mo���0 #1+/�_r�0
�1�"!�{ � � 4 � + � ��n"#1+/��0 � 4 #sr(� � !�{�t ���%$&#1+/��z&!'� o��2+/�5l � o � q��2��01# 4 +/�5lpr�0K�GMob� � ! # 4 � +1#sr�l"!Do�r�n"+/�"���"$&#K$'�%#/�"+ o � � � r�vDo���0/0/��� ��02�"+1+/�"! +/0 � !.$Dr(-�� � !J� ��0 4 � + � ��n"#1+/��0:� �K+/�%# � #sr��%$
θx, θy

�"#
θz
t z&!Dr80/�%$6# 4 �%! +1# � $6#o���0 4 o(!'0 ��r�� lpr�o���0 � #1+/�%! -��"+K� &B� � ! # � $&# 4 o(!'0 z6!'� l��%$&#1+ � r(+/�"���"$6#

� !�{ 4 � + � ��n"#1+/��0�� �?#1+ � $'0so � #sr��%$Lt3r�o�0:0/�%$6#2r($Dr(#sr � o�r�0A��0 � o�� � #/�_r(+/�"���"$6#?�"#K�%$&#K! $;��0 4 � l��I� � +/�5l%�'�"+%l��'�
�"#/�"$'�9! � o�� r($&#/�"+1- � o�o��?� ��+/�5l��'�"+%l%�'�?� ��0 � $Dq;o���0 � �K+/�%# � #sr��%$ ��0/#2�"$.��"E�"#

[−45◦; +45◦]
�>�a%C�"� � +%z6!'�%$'0

�pq � o��"���"$6#�o � +/�po � #sr(-�� l��%$'01# � $}l���� ��0 �"+1+/�"! +/0 � ��#1+ � $'0so � #sr��%$Lt � o��%+/0�z&!'��� � $'0�o � l � 02� �~o � +/�%# � #sr��%$o���0N- � +sr � #sr��%$'0:0A�%$&# 4 o(!'0�r(� 4 �%+1# � $&#/��0�� �>$��'$LtPr�o ��01#?� $'�%#/�"+~z&!'�;tPl��%� 4 � +/�
�o����"+1+/�"! +Bz&! � �9+ � #sr�z6!'�
���%���"$ $'�;tXo�� r($��@�%+1� � #sr��%$*� ! #1!'�po�o��O0/�H#1+ � �9!Dr(#mq;o��_v � o��"���"$&# 4 � +G� ��0F+/�5l � o � q���0 � �"o��pqkn"+/�"���"$&# ���_r($'�9+/�
z6! � o�r(#/�;� > � � $ ���_r($'0Ktmo�� l � o�l"!Do<� � o����5l � +1# z&! � �9+ � #sr�z6!'�P���%���"$ ���%$&#1+/� z&!'� � � $'0�o���0 � �"!�{`l � 0 o �
4 +/�5lpr�0%r��%$ 0/�%!'0yx -��5{ �poC� ��0sr(+/��� ��0/# � #1#/�pr($&#/�� 4 �%! +Bo����"+1+/�"! + z&! � �9+ � #sr�z6!'� ���%���"$ $'�;t*o����5l � +1#�o��*���_r($'0
vE�%$7��01#B� �

0, 37 ± 0, 13
-��K{9�po�0�tDl��%$&#1+/�

0, 40 ± 0, 16
-��K{9�po�0 4 �%! +"o�� r($��@�%+1� � #sr��%$P�N! #1!'�po�o��;�

�D+1+/�"! +�z&! � �9+ � #sr�z6!'�8���%���"$ $'� G $��@�%+1� � #sr��%$7�N! #1!'�po�o��
Ngen; c 10; 7, 5 20; 7, 5 20; 10 10; 7, 5 20; 7, 5 20; 10

∆tx 0, 21 ± 0, 15 0, 20 ± 0, 15 0, 20 ± 0, 15 0, 21 ± 0, 20 0, 21 ± 0, 15 0, 21 ± 0, 15
∆ty 0, 14 ± 0, 11 0, 14 ± 0, 09 0, 14 ± 0, 10 0, 14 ± 0, 10 0, 13 ± 0, 09 0, 15 ± 0, 10
∆tz 0, 17 ± 0, 10 0, 16 ± 0, 09 0, 17 ± 0, 10 0, 16 ± 0, 11 0, 18 ± 0, 09 0, 16 ± 0, 09
∆θx 0, 05 ± 0, 04 0, 08 ± 0, 06 0, 04 ± 0, 03 0, 04 ± 0, 04 0, 10 ± 0, 09 0, 06 ± 0, 05
∆θy 0, 07 ± 0, 06 0, 08 ± 0, 07 0, 02 ± 0, 02 0, 06 ± 0, 05 0, 07 ± 0, 06 0, 05 ± 0, 03
∆θz 0, 06 ± 0, 05 0, 07 ± 0, 04 0, 03 ± 0, 02 0, 07 ± 0, 07 0, 14 ± 0, 16 0, 07 ± 0, 05
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����� = � � � � )6# � #sr�01#sr�z6!'��0B01! +"o���0 �"+1+/�"! +/0B� �8+/�5l � o � q�� �9! +/�5l"!Dr(# 0sr(� !Do�� � � � 4 # � #sr��F0A�5z&!'�"$6#sr��po��
� �%$}l��"+1$ � $&#-o���0
#/�"� 4 0,� �cl � o�l"!Do�tKl��"!�{�xMlpr&0/�%$6#,+/��0 4 �5l"#sr(-��"���"$&# 4 �%! +�o����"+1+/�"! +-z&! � �9+ � #sr�z6!'�D���
���"$ $'�

�"#3o�� r($��@�%+1� � #sr��%$�� ! #1!'�po�o��;t�� �mo����%+/�9+/�H� � C , �~r($6! #/��0 C � 0/�5l��%$'� ��0D�"#D��� ! $ 4 �"! 4 o(!'0�� � C L �~r($6! #/��0K�:�,�
0/! +%l���C #D$'�%$�$'�pq;o�r�q�� � vDo��C� � o�� r($��@�%+1� � #sr��%$�� ! #1!'�po�o�� 0K���>{ 4 o�r�z6!'� 4 � +D! $ 4 o(!'0*q�+ � $'�K$'�%��v +/�C� �"l � o�l"!Do�0�N��"
�5l"#1!'�"+K� �D$ ��"E�"#Kt 4 �%! +ml � o�l"!Do��"+"o���0 4 +/�_v � vDr�o�r(#/��0B01! +mo���0%z6!'�po�o���0H0K� � 4 4 !Dr���o�� r($�� �%+1� � #sr��%$ �N! #1!'�po�o��;t
o�� �Dr�0/#/�_q�+ � �����7� �Jo�� r(� � q��7� �*+/���@�"+/�"$}l�� �"#�l��po(!DrC� �Jo�� r(� � q��*+/�5l � o����;t � r($'0sr�z6!'�Jo��"! +~�Dr�01#/�_q�+ � �����
l��%$,�1�_r($&# � �_r(-��"$&#|�"#1+/� 4 +/� � o � vDo��"���"$&# l � o�l"!Do���0K�
� O�)3O�� �BU�WXU'Y@Y�Z[Y@\M]=U�ik\�fhg a SeY	�� acU'Tcik\��PS
	3\@^ + YMU�i_S$a�� g g S}U�YM\@g�/

� � +1�~r�#/�%! #/��0*o���0 4 � + � o�o��po�r�0 � #sr��%$'0 � ��0 � o�q��%+sr(#s� ����0 � � #2� 4 � +/�5l"!Dr(#F0%r(� !Do���z6!'� $'�%!'0 � -��%$'0 4 +/��0/�"$�x
#/����0 � � $'0mo�� 4 +/�"�~r��"+"l%� � 4 r(#1+/�?� 0/�5l"#sr��%$ C;� L �>t6! $'�Iq�+ � $'� � 4 � +1#sr�� 4 �"! #m�"#1+/�|l��%$'0sr�� �"+/���<0 � $'0 4 +/�_vDo�n"���

4 �%! + 4 � + � o�o��po�r�0A�"+mo��C+/�5l"!Dr(# 0%r(� !Do�� � � � 4 # � #sr��y� �D$)� � r(#Kt6�%$ 4 �"! #G��r(+/�5l"#/�"���"$&#H! #sr�o�r�0A�"+F#/�%!'0mo���0G0�l%�'�"� � 0
� � 4 � + � o�o��po�r�0 � #sr��%$?�Dn�03o��%+/0cz6!L� r�o�0D0/� #1+ � �9!Dr�0/�"$&# 4 � +D! $ � o�q��%+sr(#s� ��� 4 � + � o�o�npo�� � � � $6#>! $�l��%� 4 �%+1#/�"���"$6#
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①
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②
� � 4 � + � o�o��po�r�0 � #sr��%$ 4 � +:��0/0 � r�02�N!Do(#sr 4 o���0 � -��5l�! $'� q�+ � $&!Do � +sr(#/���D{ ���%!J- � +sr � vDo��;t 4 � +:�>{9�"� 4 o��o�� � o�q��%+sr(#s� ���:� � �K��r(-wr�0%r��%$ �I� � � � +1#/0C�"# A �%$6# 7 C < �

③
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GMo $'�%!'0 � � �%$}l 0/�"��vDo�� 4 o(!'0~r($&#/�"+/��0/0 � $&#?�����"#1!'��r��"+�o���0 4 � + � o�o��po�r�0 � #sr��%$'0Ktcz6!Dr �"$ 4 o(!'0�� �*+/���9!Dr(+/�Jo��
#/�"� 4 0 � ��l � o�l"!Do�tG0A�7��r�01#sr($Dq�!'�"$&# � � o�� � o�q��%+sr(#s� ��� 0A�5z&!'�"$6#sr��po � ! $Dr(-�� � ! � � o � l�� � ��$'� � �HF � +�����-z&!L���po�o���0 4 +/���9!Dr�0/�"$&#K��������01# 4 �%! +%z6!'�_r�t � � $'0 o � 01!Dr(#/�<$'�%!'0 � o�o��%$'0 $'�%!'0&� ��l � o�r�0/�"+H01! + o � 4 � + � o�o��po�r�0 � #sr��%$
4 � +B+/�5l"!Dr(#/0B�N!Do(#sr x #/�"� 4 �"+ � #1! +/��0K�

�D$ �%! #1+/�;t*o����"#1!'� � � � l��"#1#/� � 4 4 +/��l%�'�P� � # � x 4 � + � o�o�npo��7��01# � #1#1+ � � � $6#/�P� � $'0~o�� l � 0�� �Jo�� � ) � �"$
+ � r�0/�%$7� �uo�� r�� ���801! +"o � z6!'�po�o��2�po�o��<+/� 4 ��0/�! 8� � r(+/�8�"-��_o(!'�"+ �"$ 4 � + � o�o�npo�� � ��0 +/�5l"!Dr(#/0C0%r(� !Do���0,�:! $'�8#/�"�Bx
4 �"+ � #1! +/� ��� � l5l�� 4 # � #sr��%$;��r�"
�"+/�"$&#/� 4 �%! +�l�� � z&!'� 4 +/�wl���0A0/�"! +)�Fl��s���}q�! +/��0 C;� L �"# C;� � �>� ( +Kthl��%�����~o��
+/�5l"!Dr(#<0%r(� !Do�� � � � 4 # � #sr��Vr($6#%npq�+/� � !'0A0srL� ��0O#/�"� 4 �"+ � #1! +/��0uz&!Dr�0/�%$6# � 0/0A�wlpr�����0 � !�{P- � +sr � vDo���0<� ��0�l��%$�x�}q�! + � #sr��%$'0Kt�r�o���01#Vr($&#/�"+/��0/0 � $6#B� �B-��_r(+ z&!'�po���01#mo��Il��%� 4 �%+1#/�"���"$&#B� ��o�� � o�q��%+sr(#s� ��� o��%+/0�z&!'�Io����%$ ! #sr�o�r�0/�
o � ���"��� � 4 4 +/��l%�'� 4 �%! +ul���0<#/�"� 4 �"+ � #1! +/��0 z&!'� 4 �%! +uo � #/�"� 4 �"+ � #1! +/����� � l5l�� 4 # � #sr��%$L� &2� � ! #1+/� 4 � +1#
0/� 4 ��0/�2o�� 4 +/�_vDo�n"����� �Bo � 4 +sr�0/�K�"$Gl��%� 4 #/���%!3$'�%$.� �2o � 4 � � 0/�K� �JE +=	 -A-.+ 	 7B5-DC;� �D$.��"E�"#Kt'l��%�����
l��"#1#/� 4 � � 0/�2� �uo�� � o�q��%+sr(#s� ��� 4 �"! ##� � r(+/�2�"-��"$6#1!'�po�o��"���"$&#<+/�"���%$&#/�"+|o � #/�"� 4 �"+ � #1! +/� ��� � l5l�� 4 # � #sr��%$ � !l��%! +/0 � ��o�� � o�q��%+sr(#s� ���;t[r�o]� � ! # -��pr�o�o��"+���l���z&!'� o � 4 +/� 4 � q � #sr��%$=� ��0|l��%$��}q�! + � #sr��%$'0<0/�Q� � 0/0/�2#/�%!,� �%! +/0l��%����� r�o[� � ! #  �� � $'0 o���l � 0N� �"#/�"+1�~r($Dr�01#/�;tL�9! 4 +/��l���0/0/�"! + � � � $&#Bo � #/�"� 4 �"+ � #1! +/�*��� � l5l�� 4 # � #sr��%$	o �
4 o(!'0N�po��"-����?-��"+/0 o � 4 o(!'0�v � 0/0/�;�P�C$'��0A�_o(! #sr��%$ 0sr(� 4 o���l��%$'0sr�01#/�"+ � r(#?�*+/���%+/� �%$ $ � $}l��"+ 4 +/� � o � vDo��"���"$&#
�I#/�%! #/� 4 +/� 4 � q � #sr��%$bo���08#/�"� 4 �"+ � #1! +/��0 ��� � l5l�� 4 # � #sr��%$Lt 4 !Dr�08�"$3! #sr�o�r�0 � $&# o��K���"���?0%l%�'�"� � � �K+/���%+yx
� �%$ $ � $}l��"���"$&#KtM� �N+/����r�01#1+sr�v !'�"+2�pq � o��"���"$6# o���0<#/�"� 4 �"+ � #1! +/��0 � 0A0/�wlpr�����0 � !�{ - � +sr � vDo���0K� �D$��}o�r�q�+ � $'�
� 4 4 � + � ��# o � z6!'��01#sr��%$ � � o � 01#1+ � #/�pq;r�� � � � � 4 #/�"+ -wr�0yx ��x -�r�0�� �l���0?+/�"���%$&#/����0Kt r����;�>0K� r�oB$'�
� � ! # 4 � 0
�"$&-�r�0 � q��"+B��� � � �%! #/�"+ ! $ 0%l��'�"� � � �O+/��� +/�_r���r�0/0/�"���"$6# � �'$*��� � v � r�0A0/�"+#� $'�%! -�� � ! o���0 #/�"� 4 �"+ � #1! +/��0�z6!Dr
�%$&# � !Dq����"$6#/�;�

> �%#/�%$'0mz6!'�"o�� 4 +/�_vDo�n"���|z&!'�C$'�%!'0>-��"$'�%$'0 �����"-��wz6!'�"+F$'� 0/� 4 +/��0/�"$6#/� 4 � 0G� � $'0 o���l � 0 �9!�+/�5l � o � q��
+sr�q;r�� �;t 4 !Dr�0%z&!'�O$'�%!'0 $L� � -��%$'0 4 � 0 ! #sr�o�r�0/�<� � 4 � � 0/�<� �BE=+=	:-A-.+=	 7 5-DC;� �,��0"l��%! +svE��0H� � l��%$&-��"+sq��"$}l�� � ��0
-��"+/0sr��%$'0 4 � + � o�o�npo���0:0/�"+/�%$&#:�_v #/�"$&!'��0:�"$bl��%$'0sr�� �"+ � $6#�o�� �1�"!J� � 4 � + � ��n"#1+/��0:01!Dr(- � $&#  

Ngen = 20
�"#

c = 7, 5
t;l;����01#yx ��x ��r(+/�B! $�� ��0�� �"!�{ � � � $&#G� �%$ $'� o���0����pr�o�o��"! +/0>+/��01!Do(# � #/0D�"$�0/�5z6!'�"$&#sr��po��6�>$��'$Lt;o�� l"+sr(#%n"+/�

��� � +1+%�"#C� ��0 � o�q��%+sr(#s� ����0 4 � + � o�o�npo���0B0A�"+ � � �>�'$Dr,� ��� ��D �%$ �2l��uz6!'�|o��<$'�%��v +/�8#/�%# � o,� �ul��%$��}q�! + � #sr��%$'0
�"$Dq��"$'�9+/����0 0/�_r(# � 4 4 +/�K{�r(� � #sr(-��"���"$6#8�pq � o(�Bl��po(!DrM� �uo � -��"+/0sr��%$ 0/�5z&!'�"$6#sr��po�o��)�
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�,�I# � vDo�� � ! � � L z&!Dr +/�pq�+/�%! 4 �Jo���0:0/# � #sr�01#sr�z&!'��0�0/! +2o���0��"+1+/�"! +/0�� �*+/�5l � o � q�� � ��0K-��"+/0%r��%$'0K� !Do(#sr x
#/�"� 4 �"+ � #1! +/��0"z6! � �9+sr 4 +/�wl���0/0A�"! +Kt � -��5lO! $'� 4 �"+sr���� � � �O! $'��l��%$��}q�! + � #sr��%$ 4 �%! +Vo � -��"+/0sr��%$ � �"#/�"+1�~r($�x
r�0/#/�;t'��01#C�"$ � � �5z&! � #sr��%$�l��%� 4 o�n"#/� � -��5l o���lpo � 0A0/�"���"$&#O�"-��wz6!'� 4 o(!'0I� � ! #K�7�D$ 4 � +1#sr�l"!Do�r��"+|o��8� � ! - � r�0l��%� 4 �%+1#/�"���"$&#N� ��o�� � o�q��%+sr(#s� ���?0 ��0/#/�_o�r�z&!'�� �%+sr�q;r($ � oV� ��01#<#1+%n�0ulpo � r(+  $o����5l � +1# z6! � �9+ � #sr�z6!'�K���
���"$
�"$6#1+/� l�� � z&!'� r(� � q��P+/�5l � o����P�"#�o � 0A�_o(! #sr��%$ � 4 #sr(� � o��P��0/#��"$ ���
���"$ $'� � � $'0�o�� l � 0 o�� 4 o(!'0 � � -��%+yx
� vDo�� � 0sr(�~r�o � +sr(#/�2z&! � �9+ � #sr�z6!'�'� � � 1, 68 ± 1, 40

-��K{9�po�0K�.�,��0 l��%$��}q�! + � #sr��%$'0��'$ � o���0O$'� 0/�%$6#O� �%$}l 4 � 0
-�+ � r(���"$&#�� � $'02o � -��_r�0sr($ � q���r(��������r � #K� ��o���� 4 #sr(� ! � +/�5l��'�"+%l%�'�;� � � -��"+/0sr��%$ ��r(#/�G� ������r � ��� �.�"#
o�� � 4 4 +/��l%�'�8� �"#/�"+1�~r($Dr�0/#/�2� �%$ $'�"$&#B� �O���pr�o�o��"! +/0H+/��01!Do(# � #/0�� � r($'0sr�two���0"l��%$��}q�! + � #sr��%$'0"�'$ � o���0H�_v #/�"$6!'��0o��%+/0D� �mo � �~r($Dr(�~r�0 � #sr��%$�� � o����"+1+/�"! +cz6! � �9+ � #sr�z6!'� ���
���"$ $'�H$'� 0/�%$6# 4 � 0�#1+%n�03o��_r($��9!:�~r($Dr(�N! � q;o��_v � o��
>O� � $ ���_r($'0Kt 4 �%! +Vo�� r($��@�%+1� � #sr��%$ � ! #1!'�po�o��;tDl���0 � �"!�{?+/�5l"!Dr(#/0 �N!Do(#sr x #/�"� 4 �"+ � #1! +/��0 4 � + � o�o�npo���0C� �%$ $'�"$&#l��%�����mo�� � o�q��%+sr(#s� ���B0'��01#/�_o�r�z6!'�u�B�%+sr�q;r($ � o$� � ��0�+/�5l � o � q���0D� � 4 +/�5lpr�0sr��%$�01! 4 �"+sr��"! +/� � !K-��5{ �poa� o��

EQM
��0/#<�pq � o �

0, 76 ± 0, 26
-��5{ �po�0 4 �%! + o�� � o�q��%+sr(#s� ����� �"#/�"+1�~r($Dr�0/#/���"#

0, 72 ± 0, 26
-��K{9�po�0 4 �%! + o��:0'��0yx

#/�_o�r�z6!'� � ������r � �J� �>�c� �po � ���%$&#1+/�I� � $Dr��@��01#/�"���"$&#~o � 4 �"+1#sr($'�"$}l��*� ��o � � �"+1$Dr�n"+/�*�_v'0/�"+1- � #sr��%$�z&!'�
$'�%!'0 � -��%$'0`� � r(#/�2� � $'0"o�� 4 � + � q�+ � 4 �'� 4 +/�5l���� �"$&#K�

�,�%+/0%z6!L���%$ +/�pq � +/� �*o���0M#/�"� 4 0M� �cl � o�l"!Do�� ��0,��r�"E�"+/�"$6#/��0 � � � 4 # � #sr��%$'0�� !Do(#sr x #/�"� 4 �"+ � #1! +/��0�� �*o�� � ) ���# � vDo�� � ! � � � �>t �%$ l��%$'01# � #/��z6!'� 0srho��8$'�%��v +/�:� � 4 +/� 4 � q � #sr��%$'0 4 � + � o�o�npo���0Kt$r����;� Maxprop
t ��01#Il��%�����

Maxconf
! $K� !Do(#sr 4 o��H� � z6! � #1+/�;t=o�� � l5l��po��"+ � #sr��%$?��01#��>{�l��po�o��"$6#/�;� � � +>�>{ �"� 4 o��;t=o���0�-��"+/0%r��%$'0D0 ��0/#/�_o�r�z&!'��0

0/! + L �"# � 4 +/��l���0/0/�"! +/0-z&!Dr6-��"+sr � �"$&#*l��"#1#/� 4 +/� 4 +sr��"#/�;t%�%$6#�+/��0 4 �5l"#sr(-��"���"$&#�! $'� � l5l��po��"+ � #sr��%$2o��pqkn"+/�"���"$6#
r($��@�"+sr��"! +/�C�%!I�pq � o��@� : t � �"#F� ��o����%+/�9+/� � � A��X� � � o�q��%+sr(#s� ���C�N!Do(#sr x #/�"� 4 �"+ � #1! +/��0H� �"#/�"+1�~r($Dr�01#/� +/�"� 4 o�r(#
���_r($'0a� � lpr�o��"���"$6#-l��"#1#/� l��%$'��r(#sr��%$L�V� � -��"+/0sr��%$�z6! � �9+sr 4 +/�wl���0A0/�"! +��>{��Dr�v��>$'�%# � �����"$&#L! $'�>� �pq�+ � � � #sr��%$
� �Jo�� � l5l��po��"+ � #sr��%$`z&!Dr"l"+/����# � -��5l s
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�"#KtD�Dn�0~o��%+/0~z6!'�
Maxprop

$L����01# 4 � 0���r(-�r�0sr�vDo�� 4 � + L t3o��
$'�%��v +/��� �Bl��%$��}q�! + � #sr��%$'02�"$Dq��"$'�9+/����0���o � +/��0A�_o(! #sr��%$ o � 4 o(!'0|�'$'�;t'z6!Dr���0/#|o � 4 o(!'0ul���C #/�"!'0/�;t�$L����01#
4 o(!'0 $&!Do�t�� � r�0 ��01#�� �%$}l"#sr��%$;�9!J+/��01#/�?� ��o � ��r(-�r�0sr��%$L�aG@oF��01#:� �%$}l�o��_q;r�z6!'� z6!'�~o � l��%� 4 � + � r�0A�%$ 4 � +
+ � 4 4 �%+1#`� o � -��"+/0sr��%$*0/�5z&!'�"$6#sr��po�o��;t�z&!Dr�$'� 4 +/���9!Dr(# � !}l"! $'� l��%$��}q�! + � #sr��%$ o��%+/0%z6!'�|o����%$�l��%$'0sr��Dn"+/� #/�%!'0
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Ngen; c
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20; 7, 5 s = 1 � ��
� �
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s = 1 � ��
� �
������ !'�(#�
&%��
∆tx 0, 22 ± 0, 12 0, 31 ± 0, 14 0, 18 ± 0, 13 0, 28 ± 0, 18 0, 41 ± 0, 35 0, 20 ± 0, 15
∆ty 0, 17 ± 0, 10 0, 22 ± 0, 21 0, 17 ± 0, 10 0, 17 ± 0, 16 0, 49 ± 0, 54 0, 20 ± 0, 16
∆tz 0, 18 ± 0, 11 0, 33 ± 0, 32 0, 20 ± 0, 15 0, 18 ± 0, 16 0, 45 ± 0, 25 0, 17 ± 0, 17
∆θx 0, 32 ± 0, 23 0, 85 ± 0, 66 0, 30 ± 0, 15 0, 39 ± 0, 25 2, 52 ± 6, 88 0, 24 ± 0, 18
∆θy 0, 30 ± 0, 26 0, 74 ± 0, 86 0, 28 ± 0, 19 0, 22 ± 0, 19 1, 92 ± 4, 95 0, 31 ± 0, 17
∆θz 0, 19 ± 0, 18 0, 92 ± 1, 38 0, 35 ± 0, 31 0, 34 ± 0, 26 4, 18 ± 13, 40 0, 38 ± 0, 28
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����� = � � � � )6# � #sr�01#sr�z&!'��0 0/! + o���0*�"+1+/�"! +/0*� � +/�5l � o � q��=� ��z&!'�po�z6!'��0I-��"+/0sr��%$'0I� !Do(#sr x #/�"� 4 �"+ � #1! +/��0z&! � �9+sr 4 +/��l���0/0/�"! +C�9!P+/�5l"!Dr(#C0sr(� !Do�� � � � 4 # � #sr��y�
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�D$�� �"+1$Dr�n"+/� � $ � o���0/�;t%�%$ 4 �"! #L+/��01! ���"+3o���0L+/��01!Do(# � #/0�� �Vl��"#1#/� �"#1!'� � �"$K��r�0 � $&#*z6!'� o�� +/�5l"!Dr(#D0sr(� !Do��
� � � 4 # � #sr���� 0sr(� 4 o�r � ��� ��01#<! $'�K���"#s�'�6� ������� 4 #sr(�~r�0 � #sr��%$Gq;o��_v � o�� � 4 #/�$�I+/��0/�%!'�9+/�Bo�� 4 +/�_vDo�n"�����9!
+/�5l � o � q��C+sr�q;r�� �;� ) � 4 � + � o�o��po�r�0 � #sr��%$ 01!Dr(- � $&#Vo�� � 4 4 +/�wl��'�O� !Do(#sr x #/�"� 4 �"+ � #1! +/��0 � 4 �"+1�~r�0G�����_v #/�"$Dr(+ � �"!�{
� o�q��%+sr(#s� ����0O� � # � x 4 � + � o�o�npo���0 z6!Dr��@�%! +1$Dr�0/0/�"$&#C+ � 4 r�� �"���"$&#<! $7-��5l"#/�"! +

Θ
� � $'0�o�� v � 0A0sr($P��� � #1#1+ � l"#sr��%$

� �"o���� 4 #sr(� ! � q;o��_v � o�t�-��5l"#/�"! +Vz6!Dr'� �_r(#V�"#1+/�C�"$'01!Dr(#/�H+ � ��$'� 4 � +>! $'�C���"#s�'�6� �C����� 4 #sr(�~r�0 � #sr��%$ q;o��_v � o��
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��F��� � l5l��po��"+ � #sr��%$ � l5l��po��"+ � #sr��%$363;� L C%A 3 t A � : t �63 3ML�5 t�C , : t L C

0HG C C6C 3 � �.A�t :-, 5 t 3;� E E
A � C 3 �-, t�� , A�t �;: E E

0HG � LX� L C �;� t LX� : t 3;: E E
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����� = � � � � #��"� 4 0 � � l � o�l"!Do �"$ 0A�5l��%$'� ��0?�9! +/�5l"!Dr(#I0sr(� !Do�� � � � 4 # � #sr�� 0/�5z&!'�"$6#sr��po�t � r($'0sr|z&!'�7� �
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+/� 4 +/���9!}l"#sr��%$L�:�c���"#1!'� �B� �mo�� � o�q��%+sr(#s� ���H0/�5z6!'�"$&#sr��po ���"#D�"$��"-�r�� �"$}l��H� �VvE�%$ $'��0 4 �"+�� �%+1� � $}l���0D�"#�$'�%!'0
4 �"+1���"# �"$'01!Dr(#/�<� � 0/�po��5l"#sr��%$ $'�"+ o�� ���6�Dnpo��<� � 4 +/�_q�+ � ��� � #sr��%$ 4 � + � o�o�npo�� � � �5z&! � #Kt9�"$�o����wl5l"! +1+/�"$}l���o��
�����Dnpo��O� � # � x 4 � + � o�o�npo��;� @Pr($ � o��"���"$6#Kt � 4 +%n�0 � -��_r(+H� �5l"+sr(#Vo � 4 � + � o�o��po�r�0 � #sr��%$z&!'�C$'�%!'0 4 +/� 4 ��0/�%$'0�t�$'�%!'0
���%$6#1+/�%$'0 0 � - � o�r���r(#/�;�
� O��cOMQ R �fhT"Z}WkU�i;S7+cWGa S	WkS[T Wkf*a +Vd�ik\�fhg d � fh\M]_\

� � +N+ � 4 4 �%+1# � o � 4 +/��0/�"$6# � #sr��%$ z6!'��$'�%!'0 � -��%$'0�� � r(#/� � �~o����"-��_o(! #sr��%$ ��r�"E�"+/�"$6#sr��po�o�� � � $'0�o � 0/�5l>x
#sr��%$ : � � t�0/�"!Doho���l%�'�_r { � ��o � � �>�'$Dr(#sr��%$3� ��o���� 4 �"+ � #/�"! +<� � +/� 4 +/���9!}l"#sr��%$=+/��01#/� � 4 +/�5lpr�0/�"+K� � � +1�~r-o���0z6! � #1+/�F� �>�'$Dr(#sr��%$'0 4 ��0/0sr�vDo���0 ��-��_r(+Po����5z&! � #sr��%$
� : � 3 A:�=�>t�$'�%!'0 � -��%$'0�+/�"#/�"$&!Lt 01!Dr(#/� �C� ��0,#/��01#/0 4 +/� � o � vDo���0Kto � z6! � #1+sr�n"���;� � r($'0sr�t�� � $'0�o���l � 0K�9! +/�5l � o � q��I+sr�q;r�� �;t�! $ $'�%! -��po r($'��r(-�r��9!

a′j = (x′
j,i)i∈{1,...,6} =

(

txj, tyj , tzj, θxj , θyj , θzj

)

= Θj
��0/#B�_v #/�"$&! l��%����� 01!Dr(#? 

x′
j,i =

{

xj,i + γ · (xopt,i − xj,i) + F · (xS,i − xT,i)
��
 (χ1 ≤ χ2) ∧ (χ1 ≤ i ≤ χ2)

��+
(χ1 > χ2) ∧ (1 ≤ i ≤ χ2 ∨ χ1 ≤ i ≤ n)

xj,i

��
�����
� � � 363 �

% � 4 4 �po��%$'0�z&!'� aopt = xopt
l��%+1+/��0 4 �%$'� ��o���� 4 #sr(�N! � l��%! + � $&#KtPz&!'�Bo���0 r($'��r�l���0 S

�"#
T ∈ {1, ..., µ}

0A�%$&#B#sr(+/��0 � o�� � #/�_r(+/�"���"$6#O� � � ��D �%$H�B�"#1+/�2� ! #1!'�po�o��"���"$&#<��r�"
�"+/�"$&#/0O�"#H-��"+sr � �"$&#
S 6= j, T 6= j

t'�"#�z&!'�
χ1
t
χ2

0/�%$6#�o���0B� �"!�{ 4 �_r($6#/0C� � l"+/�_r�0/�"���"$6#K�7�D$��'$
γ
�"#

F � ! +/�%$6#Io � ���"���8- � o��"! +C� � $'0 [0, 1; 1]
�

� � �}q�! +/� � ��C , r�o�o(!'01#1+/��o�� 4 +sr($}lpr 4 �*0/�%!'0yx�� � l��"$&#?� l��"#1#/�I���"#s�'��� �*� �?+/� 4 +/���9!}l"#sr��%$ � � $'0�o���l � 0
��� ! $'� �~r($Dr(�~r�0 � #sr��%$ � 4 �%! + � ��0mr($'��r(-�r��9!'0ml��%� 4 �%+1# � $&#H� �"!�{�l��%� 4 ��0 � $6#/��0Kt60A�_r(# aj = (xj,1, xj,2)

�
a′′jl��%+1+/��0 4 �%$'� �2o�� r($'��r(-�r��9! r($6#/�"+1������r � r(+/�;t[r����;� 0 � $'0�l��%$'0sr�� �"+/�"+ � �ul"+/�_r�0A�"���"$&#��  

� o��2-��5l"#/�"! +8��r�"
�"+/�"$&#sr��po
(xmin,i − xj,i)

q�!Dr�� ��o � +/�5l��'�"+%l%�'�K-��"+/0�o�� �~r($Dr(�N! � l��%! + � $&# amin
�.� �

-wr(#/��0A0/� �Bo � z&!'�po�o�� �%$70/�<+ � 4 4 +/�wl��'� � � l��8� �"+1$Dr��"+O��01#�l��%$&#1+/5_o���� 4 � +�o�� r($&#/�"+1������r � r(+/�:� � γ
�

� # � $'��r�0*z&!'�Vo�� -��5l"#/�"! + (xS,i − xT,i)
4 �"+1#1! +svE� �"$~z6!'�po�z&!'� 0/�%+1#/�mo�� ���%! -��"���"$&#F-��"+/03o��F�~r($Dr(�N! �

l��%! + � $&#K�$� �"#1#/� 4 �"+1#1! +sv � #sr��%$P��01#H��� � ! # � $6# 4 o(!'0 r(� 4 �%+1# � $&#/� z6!'� F � ! $'�<- � o��"! + 4 +/��l%�'�8� � o �v��%+1$'�80/! 4 �"+sr��"! +/�2� � 0/�%$ r($&#/�"+1- � o�o�� � �8� �>�'$Dr(#sr��%$L�
� O��cO�� �2i6+VacS�acSeY	 U'Y2/LfLWX\�i�� ^`Sb]=Z � +cS[gPik\�S$Y

�C$'� �"#1!'� �C�9!�l��%� 4 �%+1#/�"���"$&#H� �Io�� � o�q��%+sr(#s� ���O0A�5z&!'�"$6#sr��po�0K� r(� 4 ��0/�;t6��� ! $'� 4 � +1# 4 �%! +>-��"+sr � �"+ 0/�%$
� � �5z6! � #sr��%$?� o � +/��0/�_o(! #sr��%$K�9! 4 +/�_vDo�n"��� 4 ��0A� 4 � +ho��F+/�5l � o � q��F+sr�q;r�� �;t���� � ! #1+/� 4 � +1# 4 �%! +L� �"#/�"+1�~r($'�"+Po �
4 � + � o�o��po�r�0 � #sr��%$�o � 4 o(!'0 � � � 4 #/���H� � $'0*l��"l � 0K��)6!Dr(#/� � !�{:�>{ 4 �"+sr(���"$6# � #sr��%$'0Ktko�� � o�q��%+sr(#s� ���B- � �"$Dq��"$'�9+/�"+o�� ���"���O$'�%��v +/�8� � 4 � 4 !Do � #sr��%$'0 4 �%! +mo���0 z&! � #1+/� 4 +/�"�~r��"+/0 $Dr(-�� � !�{I� � +/��0/�_o(! #sr��%$Lt�l��%$&#1+/� � !}l"! $'� �
o � +/��0/�_o(! #sr��%$~o � 4 o(!'0-�'$'� � o � 4 � 4 !Do � #sr��%$�l��%! + � $&#/�H��01#D0sr(� 4 o��"���"$6#>+/���"- � o(!'���;t;l��%����� l;����01#3o��"l � 0-o��%+/0
�9! 4 � 0/0 � q��:��� ! $'�K+/��0A�_o(! #sr��%$ �?! $'� � ! #1+/�'�>�M)wrD�%$=$'�%#/�

tmax
o��:$'�%��v +/��� � {�r(� ! � � � 4 � 4 !Do � #sr��%$'0

�"$Dq��"$'�9+/����0�t��%$ � tmax

4
4 � 4 !Do � #sr��%$'0"z&!DrE0/�%$&#H�"$Dq��"$'�9+/����0 o��%+/0H�9!I#1+ � r(#/�"���"$&#C� � C -��5{ �poE0/! + � C;t 4 !Dr�0

C 01! + 3 A�t �2�"# : t6�"#G! $?#/�%# � oE� � tmax +5 4 � 4 !Do � #sr��%$'0 z6!Dr�0/�%$6# �"- � o(!'����0�� r�o � � ! # � �1�%! #/�"+Vo����"- � o(! � #sr��%$
� �

P (0)
�"#"o � +/���"- � o(! � #sr��%$P$'�5l���0/0 � r(+/�uo��%+/0 � �ul%� � z6!'� l%� � $Dq��"���"$6#<� �<+/��0A�_o(! #sr��%$ �>�

& � $'0N! $ 4 +/�"�~r��"+:#/�"� 4 0 $'�%!'0 � o�o��%$'0:�"#1!'��r��"+�o�� r($��'!'�"$}l��I� ��o � # � r�o�o�� � ��o � 4 � 4 !Do � #sr��%$	o��%+/0N� �o���� 4 #sr(�~r�0 � #sr��%$.� ��o����"+1+/�"! +uz6! � �9+ � #sr�z&!'�:���%���"$ $'��01! +�o�� �1�"!3� � 3-, +/�5l � o � q���0K� >O�%!'0 ���%$6#1+/�%$'0 � r($'0sr
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6/798 :;

<>=9? @

L0
L1
L2

L3

9;: <>= � � � � � GMo�o(!'0/#1+ � #sr��%$P� ��o � +/� 4 +/�6�9!}l"#sr��%$ l��'�_r�0sr��8� � $'0"o����"-��_o(! #sr��%$P��r�"
�"+/�"$&#sr��po�o��)� o���0�l��%! +sv���0H� �
$Dr(-�� � !�{ �9! l���C #B-��"+sr � �"$&#  

L0 < L1 < L2 < L3
�>�

� o � �}q�! +/� � ��C6CJo����"-��_o(! #sr��%$ ���
���"$ $'� �9!el���C #��~r($Dr(�N! � 01!Dr(- � $6#~o��?$'�%��v +/�7��� r($'��r(-�r��9!'0��"- � o(!'��0Kt
4 �%! + 4 o(!'0sr��"! +/0 # � r�o�o���02� � 4 � 4 !Do � #sr��%$ � L t � t$C 5 t :63 t 5ML �"# C 3;� r($'��r(-�r��9!'0��<�"#2��r�"
�"+/�"$&#/��0 - � o��"! +/02� �o � 4 +/�_v � vDr�o�r(#/��� �~l"+/�_r�0/�"���"$&# �=� � � pc = 0, 30

�"#$� v �
pc = 0, 80

�>� � -��5l;t
� � $'0 o���02� �"!�{�l � 0 γ
�"#

F
z6!DrF- � o��"$&# 0, 525

� o�� r(� 4 � l"#�� ��o � - � o��"! +N� ��l���0N� �"!�{ 4 � + � ��n"#1+/��0�� � o�� � o�q��%+sr(#s� ��� 0/�"+ � �~r�0:�"$
�"-wr�� �"$}l�� 4 o(!'0�o��_r($ �>�(GMo � 4 4 � + � ��#2lpo � r(+/�"���"$&#Kt3z6!'��� � $'0�o�� l��%$&#/�>{9#/� �9!.+/�5l � o � q�� +sr�q;r�� �;t,! $'� 4 � 4 !�xo � #sr��%$ � �K# � r�o�o���+/���9!Dr(#/� 4 �"+1���"# � o����"-��_o(! #sr��%$ ��r�"
�"+/�"$&#sr��po�o��I� �~l��%$&-��"+sq��"+:+ � 4 r�� �"���"$&#K�"$J�_v #/�"$ � $&#
�����>{�l��po�o��"$6#/08+/��01!Do(# � #/0K� �D$3��"
�"#Kt�� � $'0 o��2l � 0$� � �H! $'�:# � r�o�o��K� � � r($'��r(-�r��9!'08� �%$ $'�:! $'�Bl��%$&-��"+sq��"$}l��
� 4 #sr(� � o��;tD# � $'��r�0~z&!'� 4 �%! +�� v �2l;����01#K! $'� # � r�o�o�� � � C 5 r($'��r(-�r��9!'0K�[%C�"� � +%z6!'�%$'0~z6!'��l���0K# � r�o�o���0�� �
4 � 4 !Do � #sr��%$'0 � vE�%! #sr�0/0/�"$&#?� � ��0�l��%! +svE��0N� ��l��%$&-��"+sq��"$}l�� z6! � 0sr x�r�� �"$6#sr�z&!'��0
� �}q�! +/� � ��C6C �Fl'�=�>tL�"#Bz6!'�
l��5lpr ��01#F�pq � o��"���"$6# o���l � 0 4 �%! +*o�� r($��@�%+1� � #sr��%$ �N! #1!'�po�o�� ��-��_r(+co���q�+ � 4 �Dr�z&!'� � ��C6C � �3�=�>��&<� 4 o(!'0Kt;l��%�����
o�� � #1#/��01#/�Bo��K# � vDo�� � ! � � 5 t'o � z6! � o�r(#/���9! +/�5l � o � q���r($'�9!Dr(# 4 � +uo���08� �"!�{ # � r�o�o���0 � � 4 � 4 !Do � #sr��%$J��01#<#1+%n�0
v��%$ $'�;���,��0H�"+1+/�"! +/0H� � +/�%# � #sr��%$70/�%$&#H�"$ 4 � +1#sr�l"!Do�r��"+B#1+%n�0 � � r�vDo���0��"&B� � r�o�o��"! +/0Kt 4 �%! +Vo���0 � �"!�{)� �%$}l"#sr��%$'0
� ��l���C # �%$ � ! $'� 4 +/�5lpr�0sr��%$ 0/�%!'0yx -��K{9�po�t 4 !Dr�0%z&!'��o�� � � F ��01#C�"$ ���
���"$ $'�:� �uo����%+/�9+/�:� � , t :;: -��K{9�po�0K�
�C$ � ! #1+/� � 0 4 �5l"#`�8$'�%#/�"+H��01#Vo�� r(� 4 � l"# � �|o � 4 +/�_v � vDr�o�r(#/�O� ��l"+/�_r�0/�"���"$6#B01! + o � l��%$&-��"+sq��"$}l�� 4 �%! +G! $'�
���"��� # � r�o�o��<� � 4 � 4 !Do � #sr��%$L� &<�,� � r(#Kt 4 �%! +G! $'� 4 � 4 !Do � #sr��%$I#1+%n�0 4 �"#sr(#/�?� L �"# � r($'��r(-wr��9!'0��>! $'�O- � o��"! +
#1+/� 4 q�+ � $'� � 4 �%! + pc

0/� #1+ � �9!Dr(# 4 � +G! $'� l��%$6-��"+sq��"$}l�� 4 +/�"� � #1! +/���O-��"+/0 ! $I� 4 #sr(�N! �,o��wl � o����D$*��"E�"#Kt
� � $'0Vl���l � 0 4 +/�5lpr�0Kt&! $'� 4 +/�_v � vDr�o�r(#/�O� �Il"+/�_r�0/�"���"$6# 4 +/��l%�'� � �B! $ 0A�H#1+ � �9!Dr(# 4 � +Vo � 4 �"+1#/�B#1+/� 4 + � 4 r�� �
� ��0�l � + � l"#/�"+sr�01#sr�z6!'��0B� ��0 4 � +/�"$&#/0�o��%+/0B� � o � +/� 4 +/�6�9!}l"#sr��%$L���>$��'$LtDr�o,��01#H�"-wr�� �"$6#Iz6!'�|o���0 4 � 4 !Do � #sr��%$'0l��%$&#/�"$ � $&#O! $7$'�%��v +/� r(� 4 �%+1# � $&# ��� r($'��r(-�r��9!'0 $'�5l���0/0sr(#/�"$&# �����"$Dq��"$'�9+/�"+O� �8$'�%��v +/�"!'0/��0 4 � 4 !Do � #sr��%$'0
4 �%! +Il��%$6-��"+sq��"+K�

�D$ l��%$}lpo(!'0sr��%$Lt�o���0O# � r�o�o���0O� � 4 � 4 !Do � #sr��%$ z&!Dr-r($'�9!Dr�0/�"$&#<! $'�Bl��%$&-��"+sq��"$}l���� 4 #sr(� � o��K$'�:0/�%$6# 4 � 0
01!��?0 � �����"$&#�r(� 4 �%+1# � $6#/��0 4 �%! + � !'01#sr � �"+8! $'� � 4 4 +/��l%�'� 4 � + ��r(-wr�0%r��%$=�"$ � ��o��%#/02�;�h������01# 4 �%! +%z&!'�_r
$'�%!'0 � -��%$'0 � �5lpr�� �2� �<$'�%!'0C�%+sr��"$6#/�"+C-��"+/0"o�� � � # � x 4 � + � o�o��po�r�01���;�
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9;:�<>= � � ��� � ; -��_o(! #sr��%$.��r�"E�"+/�"$6#sr��po�o��?0/�5z6!'�"$&#sr��po�o��2xB�"-��_o(! #sr��%$3���%���"$ $'���9!Gl���C #<�~r($Dr(� ! �  E� � $'0o��~l � 08� �Bo����"+1+/�"! +�z&! � �9+ � #sr�z6!'�����
���"$ $'� 4 �%! +2��r�"
�"+/�"$&#/��0 # � r�o�o���02� � 4 � 4 !Do � #sr��%$ �=� � � pc = 0, 30
�"#

� v �
pc = 0, 80

�
γ = F = 0, 525

���Vl��%! +sv���0�� �Jl��%$6-��"+sq��"$}l��7� 4 #sr(� � o�� 4 �%! +Bo����"+1+/�"! +�z6! � �9+ � #sr�z&!'�
���%���"$ $'�)�Fl'� �"#"o�� r($��@�%+1� � #sr��%$P�N! #1!'�po�o��)� �3�>�

�D+1+/�"! +|z&! � �9+ � #sr�z6!'�8���
���"$ $'� G $�� �%+1� � #sr��%$ � ! #1!'�po�o��
µ; pc; tmax 8; 0, 30; 108 16; 0, 80; 52 8; 0, 30; 112 16; 0, 80; 56

∆tx 0, 19 ± 0, 15 0, 20 ± 0, 15 0, 19 ± 0, 15 0, 23 ± 0, 17
∆ty 0, 14 ± 0, 10 0, 15 ± 0, 10 0, 14 ± 0, 10 0, 17 ± 0, 14
∆tz 0, 16 ± 0, 09 0, 16 ± 0, 09 0, 17 ± 0, 09 0, 16 ± 0, 09
∆θx 0, 005 ± 0, 004 0, 030 ± 0, 040 0, 020 ± 0, 020 0, 040 ± 0, 050
∆θy 0, 004 ± 0, 003 0, 020 ± 0, 030 0, 020 ± 0, 020 0, 040 ± 0, 040
∆θz 0, 009 ± 0, 006 0, 040 ± 0, 080 0, 030 ± 0, 030 0, 070 ± 0, 070

3��:/;+��A�,��0 �"+1+/�"! +/0C� �<#1+ � $'0so � #sr��%$ 0/�%$&#B� �%$ $'����0 �"$7-��5{ �po�0C�"#"o���0C�"+1+/�"! +/0C� �8+/�%# � #sr��%$P�"$ � �pq�+/��0K�

� ��� = � � � � )6# � #sr�0/#sr�z&!'��0 01! +"o���0B�"+1+/�"! +/0C� �<+/�5l � o � q��N� �uo����"-��_o(! #sr��%$ ��r�"
�"+/�"$&#sr��po�o��N0/�5z6!'�"$&#sr��po�o��;�
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� O��cO�) �BU'WkU�YMY�Z$YM\M]=U�ik\�fhg acSeY	�Z �hfhY2+cik\�fhg a \���Z[WkS[gPik\�S[Y@Y�S
� �%$'0sr�� �"+/�%$'0D! $'� 4 � 4 !Do � #sr��%$K� � C 5 r($'��r(-�r��9!'0D�"#�! $'�mq�+sr�o�o�� � � 4 +/�wl���0/0A�"! +/0�-�r(+1#1!'�po�0D� � # � r�o�o�� 4×4

t
z&!'�mo����%$�01! 4 4 ��0/�"+ � vE�%!}lpo���� 01! +D�po�o��>x ���"���;��( $���r�01#1+sr�v !'�mo���0D��r�"E�"+/�"$6#/��0 4 � 4 !Do � #sr��%$'0>� �mo�� � o�q��%+sr(#s� ���
� 4 � 4 !Do � #sr��%$ � ��0 4 � +/�"$&#/0H�"# 4 � 4 !Do � #sr��%$ � ��0 � ��0%l��"$'� � $&#/0�� � �C� � $Dr�n"+/� � $L� � -��_r(+"z&!L� ! $*0/�"!Do�r($'��r(-wr��9!
��� ! $'� 4 � 4 !Do � #sr��%$ 4 � + 4 +/��l���0/0/�"! +H-�r(+1#1!'�po � �%$ � � �%$}l<! $ 4 � +/�"$&# �"#H! $7� ��0%l��"$'� � $&# 4 � + 4 +/��l���0/0/�"! +��>�� �"#1#/� � 4 4 +/��l%�'�O� � # � x 4 � + � o�o�npo��|r($'�9!Dr(#mo � 4 � + � o�o��po�r�0 � #sr��%$ � �"o � 4 � � 0/�C��� r($Dr(#sr � o�r�0 � #sr��%$Lt6� �Io����"- � o(! � #sr��%$
��� ! $'� 4 � 4 !Do � #sr��%$ �"#B� ��0B� 4 �"+ � #/�"! +/0C� �8+/� 4 +/���9!}l"#sr��%$ �"#B� �20A�po��5l"#sr��%$L�

�c� r($Dr(#sr � o�r�0 � #sr��%$ � ��o � 4 � 4 !Do � #sr��%$ 4 �"! #K0/�?� � r(+/� � r�0/�"���"$&#K�"$ 4 � + � o�o�npo��;t 4 !Dr�0%z6!'��l��po�o��>xMlpr 0/�!� � r(#
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µ; pc; tmax 16; 0, 80; 52 16; 0, 80; 56

∆tx 0, 20 ± 0, 14 0, 20 ± 0, 15
∆ty 0, 14 ± 0, 10 0, 14 ± 0, 11
∆tz 0, 16 ± 0, 09 0, 16 ± 0, 10
∆θx 0, 02 ± 0, 02 0, 02 ± 0, 02
∆θy 0, 03 ± 0, 04 0, 02 ± 0, 02
∆θz 0, 04 ± 0, 03 0, 05 ± 0, 04
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γ = F ¨  �§6� ¨ pc = 0, 30

�x§ v ¨ pc = 0, 80
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x× y�9���wl������;���9�����wr������P�po:�������9�P�2q=�sr�o�o:�¡�9�
px × py

�9����l����������9���{�D�"�)�sr�z$�P���K� &¥�E�P�ul���l	�D��t$o:�Bl��D���Dr�o��E�����9�
�D�O�Do��_l���� d x

px
e × d y

py
e �9����l����������9������r������P�po:�¥���9�{�9�·�0/��U�¦�9����l����������9���D�"�)�sr�z$�P�;�L�^�¡�Do��_l����U�����e�����
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4 × 4
r��P��r���r:�0�P�Kt��%r{�D� �9�sr�o�r:�����9�P� q=�sr�o�o:�¬�9�

4 × 3
�9���wl����;�����9���

�D���0�sr�z��P����t��D� �E�9�;��9��� vDo:�wl����9�
2 × 2

r��P��r���r:�0�P�U�w�E�U�9����l����������9�Kt����_r���o:�£�0/��U�®�Do��_l����U�����Jz��P�
���D�9�

4× 2
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4 × 4
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2, 4, 8
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