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Math. Sci. hum. (9¢ année, n° 36, 1971, p. 33-58)

APPLICATION DE L’ALGEBRE DE BOOLE A L’ETUDE DES GRAPHES'®
par

V. DI GIORGIO 2

Les procédures de calcul booléen présentées ici traitent de la recherche de sous-ensembles de sommets ou
d’arétes d’'un graphe ayant une propriété commune formulée en termes d’incidence et d’adjacence (une
aréte u et un sommet x sont incidents si x est une extrémité de u; deux sommets sont adjacents s’ils sont
extrémités d’'une méme aréte, deux arétes sont adjacentes si elles ont une extrémité commune).

Exemples :

— Une couverture est un ensemble d’arétes tel que tout sommet est incident & au moins U'une d’elle,
— Un support est un ensemble de sommets tel que toute aréte est incidente @ au moins l'un d’eux,
— Un ensemble intérieurement stable est un ensemble de sommets deux & deux non adjacents,

— Une clique est un ensemble de sommets deux a deux adjacents,

— Un couplage est un ensemble d’arétes deux & deux non adjacentes, etc.

Une famille d’ensembles considérée est soit énumérée de fagon exhaustive, soit explorée pour la
recherche de ses éléments optimaux selon un critére donné (couvertures minimales ou de cardinal minimal,
cliques maximales ou de cardinal maximal, par exemple). C’est généralement le calcul de ces éléments
optimaux qui intéresse le plus Uutilisateur.

La résolution de ces équations booléennes est souvent en fait une transposition au calcul booléen d’une
procédure exhaustive ; dans ce cas méme le calcul systématique proposé présente une économicité intéressante.
Cependant les algorithmes proposés sont certainement beaucoup plus longs que ceux qui découleraient de
Putilisation de propriétés caractéristiques des ensembles étudiés comme il en existe pour les arbres. Mais
en général, de tels algorithmes n’existent pas encore.

Nous avons demandé & Vittorio Di Giorgio, de placer en annexe les préliminaires mathématiques
parfois assez longs, afin que les problémes de graphes soit plus rapidement abordés dans Particle. Il nous faut
donc prier le lecteur de se reporter souvent & ces annexes pour explication de certaines notations ou définitions.

B. Leclerc.

1. GRAPHES ET CLASSES DE GRAPHES

1.1. DEFINITION D’UN GRAPHE

Un graphe G est le quadruplet (X, U, I, T). On écrit G = (X, U, I, T). X et U sont deux ensembles
finis dont les éléments seront appelés des sommets et des arétes respectivement:
X = { Xy, Xgy +o0 Xn } U={u,uy ..., un};

1. Je tiens & remercier tout particuli¢rement M. P. Rosenstiehl. Son aide scientifique et son soutien moral m’ont grandement
aidés dans la réalisation de cet article.
2. Centre d’Ekistique d’Athénes, Gréce.

33



I et T sont deux applications (quelconques) de U dans X. L’image de u par I (resp. T), notée I(u)
(resp. T (u)) est appelée I'initiale (resp. la terminale) de u.
Considérons I’application « = I X T de U dans X X X telle que:
«(w) = (I x T)(uw) = (I(w), T(u)).
Un arc de G est le couple (u, « (u)), i.e., I’aréte u plus son orientation. On note o/ I’ensemble des
arcs de G:
g ={(n, (% y)elUX (X XX)/au) = (x,y)}
Plus précisément, on dit que le quadruplet (X, U, I, T) est un k-graphe ssi:
max (card (*({ (x,y)})) =k (c.f. ann. 2, ex. 2)
xy)eX xX
(i.e., k = le nombre maximum d’arétes qui ont méme extrémité initiale et terminale). Si k > 1, alors G
sera appelé un multigraphe. On remarque que: k = 1 & « injective.

Exemple
X = { %y, Xp, X3, X4 } 3 U = { uy, u,, ug, uy, ug, ug, ug, ug .

Les applications I et T sont définies par le tableau ci-aprés.

u
u I(w) T(uw) X 1
w, X Xa X2
Ug ‘
u, Xy Xg
ug Xy X3
u, Xy X u, Uy
us X, Xy
Ug Xo X3
u, X3 X, Xy - X3
Ug X X uy

Fig. 1
(multigraphe, k = 2)

I1 est clair que la représentation d’un graphe sur le plan se fait de la fagon suivante :

u
W~~~ T()

Attention ! D’apres la définition adoptée, le schéma de la figure 2 n’est pas un graphe: il n’y a
pas d’ensemble U (¢f. 1.3.). Il en est de méme pour le schéma de la figure 3 : Papplication « =1 X T
n’est pas définie (cf. 1.2.).

X1 Xy X1 u X2
Ug
Us

uy U, u,
U,

Xy X3

X4 x3
Uz
Fig. 2 Fig. 3
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1.2. GRAPHES NON ORIENTES AVEC ETIQUETTES (1€T plan d’abstraction)

Dans la famille ¥ = (G; = (X, U, I;, T;)) considérons la relation d’équivalence (la démonstration est
laissée au lecteur) 2, telle que :
Gn &1 G5 ssi (V u) (In(u), Ta(w)) = (I5(w), Ts(w)) ou  (Ia(w), Ta(w)) = (Ty(u), I;(w))),
ou, ce qui revient au méme : aj = aj, out «® est Papplication associée a « telle que :
Usu-—>a(n) ={I(u), T(u)} € 2, (X)

(Pensemble des parties de X a deux éléments).

Intuitivement, on pourrait dire: G, %#; G; ssi G; est déduit de G uniquement par réorientation
de quelques (ou de toutes ou d’aucune) arétes.

Les éléments (classes d’équivalence) de la famille quotient ¥/%; sont appelés des graphes non
orientés avec étiquettes. Mais, il faut bien faire attention : un graphe non orienté n’est pas un graphe
particulier, ni une sorte de graphe, mais une classe d’équivalence suivant la relation %,.

Exemple
Les graphes des figures 1 et 4 (G, = (X, U, I;, Ty) et G, = (X, U, I,, T,) respectivement) sont
R,-équivalents, comme on peut le vérifier & partir du tableau ci-aprés :

u L(w) Tyw) «j(w) L(w) Tyw)  o3(u)

w X Xo {x, X5} Xo X {x1, X5}
up Xo X3 { %2 X3} Xo X3 { X, X3}
ug Xy X3 { X3 X4} X3 X, {x3, X4}
Uy Xy X { %1, x4} Xy X, { x5, X4}
u; Xo Xy {x2 X4} X, Xy {Xa x4}
Ug X2 X3 { x5 X3} X3 Xa { xs, X3}
u, X3 Xy { X3 X4} Xg Xy {xs x4}
ug X X {x3, %1} Xy X1 {x1, X1 }

Fig. 4
Il est clair que la représentation d’une classe suivant %, se fait de la fagon suivante :
u .
x y ssi {x,y} = {I(u), T(u)}.

Le schéma de la figure 3 représente donc la classe d’équivalence suivant %, de G; ou de G,
(fig. 1 et 4 respectivement). Orienter un graphe non orienté veut dire : trouver un élément de la classe
correspondante. Un graphe non orienté est complétement déterminé par le triplet: G° = (X, U, «°).

1.3. GRAPHES NON ORIENTES SANS ETIQUETTE (2¢ plan d’abstraction)

Notons #(A) I’ensemble des bijections de A sur A, appelées aussi des permutations lorsque A est fini
(c’est le cas ici et dans tout ce qui suit).

Dans la famille quotient ¥/%#;, = (G} = (X, U, «;)) considérons la relation d’équivalence (la
démonstration est laissée au lecteur) %, telle que:

Gy #,G) ssi (Afx) (Afo)(fxs B (X) et fue B(U) = of=fx*.ap.fv).

Lorsque fx (resp. fy) est I’application identique, notée 1x (resp. 1v) de X (resp. U), alors on dit
que les graphes non orientés Gj et Gj sont Zy-équivalents (resp. Zx-équivalents), i.e.,

Gr Ru Gj ssi aj = apofu; Gn £x Gj ssi aj = fx,oah.
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Exemple
Les graphes non orientés des figures 3 et 5 (G} = (X, U, «}) et G, = (X, U, «;) respectivement) sont
Ry-équivalents car :
u; U Uz Uy U Ug Uy Ug X; Xp X3 X4
fU = fX =
Ug Uy U Uz Ug Uy Ug U Xq X3 X3 X

Vérification de : a5 = fy, o aj o fv par le tableau ci-aprés:

u az(u) fy(u) ai(fv (w)  fyxe (1 (fu(w))) W o~ x u x
w { % X3} Ug {xg x3} {xp X3} ! 2 !
U, {x, X4 } u, {xp X5 } {x4 %}
ug {xp, X3} u, {Xg X3} {xp %3} Ug
u, { Xy, X5} Uy { X3, x4 } { %3, X5 } e Ya
u; {xy, x5} us {x3 X4} {x3 Xp}
Ug { X9, X4} u, { X1, X4} {xg X2} - X
u, { x4, X4} ug {x, %} {xyg X4} X, 3
Ug {xp X, } U, { X9 X4} { x5, X5} s

Fig. 5

Les éléments (classes d’équivalence) de la famille quotient (¥%/%,)/%, (resp. (¥%/%.)|Zv)
(resp. (9| R,) | #x) sont appelés des graphes non orientés sans étiquette (resp. sans étiquette aux
arétes) (resp. sans étiquette aux sommets), et ils sont notés: G™ (resp. GY). (resp. Gx). C’est ainsi
que le schéma de la figure 6 représente la classe suivant %, de G{ ou G,. Une classe suivant %, (resp. Zv)
(resp. #x) n’est pas définissable en tant que telle, mais seulement par un de ses représentants. On a fait
abstraction de tout (resp. de tout sauf la position des sommets) (de tout sauf la position des arétes)
c’est la géométrie qui reste dans le premier cas (graphes planaires ou non planaires).

Fig. 6

On laisse au lecteur le soin de donner la définition d’un graphe (orienté) sans étiquette (resp. sans
étiquette aux arétes) (resp. sans étiquette aux sommets). Dans tous les cas, il s’agira des classes de
graphes.

1.4. CLASSES DE GRAPHES PAR RAPPORT AUX |-GRAPHES SANS ETIQUETTE AUX ARETES

Dans la famille ¥’ = (G; = (X, Uy, I, Ty)) considérons la relation d’équivalence (la démonstration est
laissée au lecteur) % telle que:
Gh .%i G; 8si T},* ° Iz = Tj* ° I; (= F)
ou ce qui revient au méme :
Imay = Ima; (= Ve X X X).
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Les éléments (classes d’équivalence) de la famille quotient %'/ %; sont appelés des 1-graphes
(orientés) sans étiquette aux arétes.

Exemple
Les graphes des figures 7 et 8 (G, = (X, Uy, I, T)) et G, = (X, U,, I,, T;) respectivement) sont
R1-équivalents comme on peut le vérifier & partir du tableau ci-aprés:

{x} It ({x}) Ty, (I ({x})) I3 ({x}) T (I7 ({x}))
{x.} {wy, uy, uy, vy} { X9, X3} { Vi, Vay Vg } { x5, X3}
{x5} {ug} {x3} { Vs V4 } {x3}
{x3} {u,} {x1} {vs} {x}
X, *1
w uy vy \&
Ug
Vi
Fig. 7 Fig. 8

Leur classe suivant 2, est représentée par le schéma de la figure 9, qui est un 1-graphe sans
étiquette aux arétes. Une telle classe est définissable soit par le couple (X, I'), o I est une application
de P(X) dans P(X) telle que:

I'X: v Xj) = I'(Xy) U I(X)

(pour deux sous-ensembles quelconques de X), soit par le couple (X, V), out V est un sous-ensemble de
X X X. Le passage d’une définition a I’autre se fait par:

yel'({(x})exy)eV.
Dans le cas d’un 1-graphe, il existe une bijection entre les ensembles < (les arcs de G) et V = Ima :
A D (u, a(u)) - a(u) = (I(u), T(u)) € V = Ima
et
V = Ima 5 (x,5) > (@Y, y) (%, ¥) € «,

car o est une bijection de U sur Ima. Par conséquent, «~! est P’application inverse de a: U — Ima
Dans ce cas, a cause de cette bijection, on dit par abus de langage : V est ’ensemble des arcs de G.

1.5. LES 1-GRAPHES NON ORIENTES SANS ETIQUETTE AUX ARKTES

Dans la famille ¥’ = (G; = (X, Uy, I;, Ti)) considérons la relation d’équivalence (la démonstration est
laissée au lecteur) %, telle que: G, #; G; ssi Imay = Imay. Les éléments (classes d’équivalence) de
la famille quotient ¥’'/%; sont appelés des 1-graphes non orientés sans étiquette aux arétes.

Les graphes des figures 7 et 8 sont #;-équivalents. Leur classe est représentée par le schéma de
la figure 10. Il en est de méme pour les graphes des figures 1 et 4, leur classe suivant %; est représentée
par le schéma de la figure 11.

Le lecteur pourra donner la définition d’un 1-graphe non orienté sans étiquette. Il s’agira d’une
classe de graphes. C’est justement dans ce quotient que nous examinons les propriétés des graphes
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planaires ou non planaires. On ne s’intéresse pas au nombre d’arétes ayant mémes extrémités, ni a leurs
noms, ni aux noms des sommets. C’est la« géométrie » qui nous intéresse.

Xy Xy Xy X
X2& X3 XZA X3 X4 X3
Fig. 9 Fig. 10 Fig. 11

1.6. GRAPHES VALUES

Un graphe valué est le quintuplet (X, U, I, T, val), ot val est une application de U dans Z (ou R). On
pose: val () = v; € R.

2. L’APPLICATION BORD BOOLEEN

L’application bord booléen 1, notée d, est définie par le diagramme :

P 0]
I@T MAAA -~ I,.:’T,.= MAAMA-= a+’o

Fig. 12

et par: d = d+ 4 8~. On remarque que : Op(I, UT,) = Dp(1,) + Op(T,) = 3+ 4 d— = 0.
On note : M+ = (m,}) (vesp. M = (m;;)) la matrice associée a d+ (i.e., M+ = Wp, (3+)) (resp. >~
(i.e., M- = Wy(d7))) dont la i-éme colonne est le vecteur colonne d* (ug) (resp. 3~ (u3)). On note M la
matrice associée 2 6. On a: M = M+ M-,
mj; = 1 ssi I(u;) = x; (construction de M+)
my; = 1 ssi T(u;) = x4 (construction de M-)
my = 1 ssi I(us) = x; ou T(uy) = x; (construction de M).
La matrice M est appelée la matrice booléenne d’incidence « arétes-sommets » de G.

L’application d permet la « réalisation de calculs » dans la famille quotient ¢ | #, (graphes non
orientés avec étiquettes). Donnons quelques exemples.

1. Il ne faut pas la confondre avec Papplication bord, notée aussi d, de ’homologie : 2™ et 2% sont alors munis d’une structure

de 2-module (¢f. [12], [18], [6], [7]).
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2.1. LES COUVERTURES D’UN GRAPHE

Probléme
Placer des gardiens sur quelques arétes de G afin de surveiller tous ses sommets (la surveillance ne
tient pas compte de l’orientation).

Soit U’ un sous-ensemble de U sur lequel on peut placer des gardiens dans le but de surveiller
tous les sommets. U’ doit vérifier : I,(U’) u T(U’') = X soit: (I, u T,)(U') = X.
On a: hx (I, u T,)(U')) = hx(X) =1  2n,
Or: hx((I, u T,)(U")) = hx((I, u T,)(bg'(w) = (hx - (I, U T,) - h)(u) =

(Pm(L, U T))(W) = (Pu(ly) + Pm(T,))(w) = (3 + 37)(u) = d(u) = M. u.
Par conséquent, les solutions du systéme : M . u = 1 sont aussi les solutions du probléme proposé.
On appelle couverture de G tout sous-ensemble U’ de U qui vérifie : (I, u T,)(U’') = X.

Dans tout ce qui suit, nous raisonnerons indifféremment, & cause de I’isomorphisme, dans P(U)
ou dans 27, Il en est de méme pour P (X) et 27,

On note o*({1}) ou tout simplement 0*(1) I’ensemble des couvertures de G. Le systéme
< 3*(1), +, 1 > est un sous-sup-demi-treillis de < 27, +, 1 > puisque la somme booléenne de deux
couvertures en est une. Son élément maximum est:

1 € 2m, puisque 5(1) = 1.

Dans un sup-demi treillis, il est intéressant de trouver les éléments minimaux (bien entendu dans
le cas oui la relation d’ordre n’est pas totale) (une couverture est minimale ssi il n’existe aucune autre
qui la minore). Pour cela, il suffit de résoudre le systéme M . u = 1 par le procédé de I’Ann. 6.

Considérons dans 27 la relation d’équivalence ~ telle que:
u ~ uy ssi ny(wg) = ny(uy) (ny(w) = u; + uy + ... + um, somme arithmétique).

Cela revient a dire : Uy ~ Uj ssi card U; = card U;. On construit Pensemble (quotient 5*(1) / ~ qui
est totalement ordonné par I’ordre naturel. Il est, donc, parfois plus intéressant de chercher la classe
minimum de < 3*(1) / ~, < > (i.e., les couvertures qui ont le plus petit nombre d’éléments).

Pour cela, il suffit de résoudre le systéme:
M.u=1 (Ann. 5)  (1).
ny(u) & minimiser (Ann. 11) (2).
On trouve une solution paramétrique de (1): (u; = fi(p), p € 2¥) et ’on substitue chaque u;
dans (2) par son expression paramétrique.

Le lecteur pourra formuler et résoudre trés aisément plusieurs problémes de ce type. Donnons
encore deux exemples.

2.2. Placer des gardiens sur quelques arétes U’ de U afin de surveiller un sous-ensemble A donné de
sommets de G.

Résoudre: M. u > a, ot a = hx(A) € 27 Soit: M.u) ® a=0.
On peut recommencer : les éléments minimaux du sup-demi treillis *(a) ; ’élément minimum du
treillis 0*(a) [ ~.

2.3. Placer des gardiens sur quelques arétes U’ de U afin de surveiller uniquement un sous-ensemble A

donné de sommets de G.
Résoudre: M. u=ao M.u) Qa=0.
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2.4. DANS UN GRAPHE VALUE

Dans tout ce qui suit, on laisse au lecteur le soin de formuler un probléme de minimisation dans un
graphe valué (les solutions les plus économiques). Il suffit d’y ajouter: v, . u; + vy . uy + ... + vp . U
4 minimiser.

D’autres méthodes concernant la recherche des couvertures sont données dans [3] et [14].

3. L’APPLICATION COBORD BOOLEEN

L’application cobord booléen, notée 5, est définie par le diagramme :

@
(¥

Fig. 13
et par: § = 3+ + 3-. On remarque que : O (I* UT*) = By (I*) + O (T*) = 3+ 4 3- = 3.
On note M+t = (m{}!) (resp. M-t = (m;}")) la matrice associée a 3+ (i.e., M+t = Wy, (3+)) (resp. 3=
(i.e., M-t = Wy, (3-))) dont la i-me colonne est le vecteur-colonne 3+ (x;) (resp. 8= (x7)). On note Mt la
matrice associée a 3. On a : Mt = M+t - M-t,

mft = 1 ssi I(w;) = x5 & mfi = 1. Par conséquent, M+t est la transposée de M+.

mit = 1 ssi T(u)) = x5 & my = 1. Par conséquent, M-t est la transposée de M-.

On a: Mt = (M+ 4 M-)t. Mt est la transposée de M (construction de Mt). La matrice Mt est appelée
la matrice booléenne d’incidence « sommets-arétes » de G.

L’application 3 permet la « réalisation de calculs » dans la famille quotient ¥ [ #;. Donnons
quelques exemples.

3.1. LES SUPPORTS D’UN GRAPHE

Probléme
Placer des gardiens sur quelques sommets X’ de G afin de surveiller toutes ses arétes (la surveillance ne
tient pas compte de ’orientation).

X' doit vérifier : I*(X') U T*(X') = U soit (I* U T*)(X') = U.

Ona: hy((I* U T*)(X')) = hy(U) = 1  2m,
Or: hy((I* U T*)(X')) = hy((I* U T*)(bg (x))) = (hy - (I* U T*) - hz')(x) =
(Pu(I* U T*))(x) = (Pn(I*) + Ou(T*))(x) = (3+ + 37)(x) = 8(x) = M*. x.

Par conséquent, les solutions du systéme : Mt . x = 1 sont aussi les solutions du probléme proposé.
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On appelle support de G tout sous-ensemble X' de X qui vérifie: (I* U T*)(X') = U.

On note 3*(1) I’ensemble des supports de G. Le systéme < 3*(1),+, 1) > est un sous-sup-demi
treillis de < 27, +,1 > puisque la somme booléenne de deux supports en est un, et 3(1) = 1.

Pour trouver les supports minimaux, il suffit de résoudre le systéme : Mt.x = 1 par le procédé

de I’Ann. 6.

Pour trouver la classe minimum de <3*(1)/~, < > (i.e., les supports qui ont le plus petit nombre
d’éléments), il suffit de résoudre le systéme :

Mt.x=1 (Ann. 5)

ny(x) 4 minimiser (Ann. 11).
Le lecteur pourra formuler d’autres problémes analogues (cf. 2.2, 2.3).

Une autre méthode figure dans [14].

4. I’APPLICATION +

Elle est définie par le diagramme :

)]
Ty I* WA= 3+
PZT*oI* Y=b—08+
Fig. 14

On a:
Wmn(d= o 3t) = Wn(d7) . Wn(3t) = M-. M+t = A. On remarque que:

a;; = 1 ssi x; € I" ({x;}). La matrice A est appelée la matrice booléenne d’incidence « sommets-
sommets » de G, et plus précisément la matrice des suivants.

L’application y permet la « réalisation de calculs » dans la famille quotient ¥'/®; (1-graphes
(orientés) sans étiquette aux arétes).

Donnons quelques exemples.

4.1. LES ENSEMBLES INTERIEUREMENT STABLES

Un sous-ensemble X’ de X est dit intérieurement stable (en abr. eis) ssi I'(X') n X' = &.

On a:
hx(I'(X) n X') = hx(2) = 0 € 27,
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Or:
hx(I'(X') n X') = hx([(X')) ® hx(X') = hx('(hx'(x))) ® x = (hx. [ hy)(x) ® x =

(Pn(D))®) @x=1(x) ®x = (A.x) ® x.
Par conséquent, les solutions du systéme booléen :
(A. . X) ® X = 0

nous donnent tous les eis de G.

On note & la famille des eis. & est un sous-inf-demi treillis (muni de I’ordre induit) de 27 (muni
du méme ordre). Pour trouver les éléments maximaux de &, il suffit de résoudre le systéme ci-dessus
par le procédé de I’Ann. 8.

Pour trouver la classe maximum de < &/~, < >, il suffit de résoudre le systéme :
(A.x) x=10 (Ann. 5)
ny(x) a maximiser (Ann. 11).

Ce sont les eis qui contiennent le plus grand nombre d’éléments.

Envisageons le probléme suivant: placer des gardiens sur quelques sommets X' de G afin que
deux gardiens quelconques ne puissent pas se surveiller.

Il est évident qu’un eis constitue une solution de ce probléme, il en est de méme des solutions
du systéme: Mt.x = 1.

En effet, aucun couple de gardiens ne se trouve sur les deux extrémités d’une aréte u; car sinon
la i-éme équation du systéme ci-dessus n’admettrait pas de solution. On vient de montrer que le complé-
ment d’un support est un ensemble intérieurement stable. Ceci, nous permet notamment de constater
que le probléme de la recherche de tous les eis est un probléme concernant la famille quotient %'/ %,
(cf. 1.6 : les 1-graphes non orientés sans étiquette aux arétes). Le probléme se simplifie donc considéra-
blement : il suffit de travailler sur un représentant convenable de la classe : graphe sans circuit ; sa ma-
trice A sera alors une matrice triangulaire supérieure ou inférieure.

Ces considérations nous permettent notamment d’envisager une autre méthode pour la recherche
de tous les supports de G : résoudre le systéme: (A .x) ® x = 0. (Cf. aussi [3] et [17].)

Le lecteur pourra formuler et résoudre d’autres problémes, analogues a celui-ci, donnons, cepen-
dant, encore quelques exemples.

4.2 Les gardiens qui surveillent tous les sommets (dans le sens de I’orientation).

Résoudre: A .x = 1.

4.3. Les gardiens qui se surveillent (dans le sens de 'orientation).

Résoudre: A .x > x.

4.4. Les gardiens qui se surveillent sans pouvoir surveiller un sommet sans gardien (dans le sens de
Porientation).

Résoudre: A .x = x.

4.5. LES CLIQUES D’UN GRAPHE SYMETRIQUE

Une clique d’un graphe symétrique G est un sous-ensemble X' de X tel que: X' est I’ensemble de som-
mets d’un sous-graphe complet de G.
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On suppose que G a partout des boucles, car sinon il est absurde de parler d’un sous-graphe
complet.

On peut montrer qu’une clique dans G est un eis dans G (graphe complément de G). Par consé-
quent, les solutions du systéme: (A . x) ® x = 0 nous donnent toutes les cliques de G.

5. L’APPLICATION v/

Elle est définie par le diagramme :

(o}
I, T* MWW= O 3~
I'=1I,.T* Y =8+, 3
Fig. 15
On a:
Wn(y) = Wn(dt o 87) = Wp(d+) . Wp(3-) = M+ . M-t = A",
Or:

At = (M+. M-t = M- . M+ = A.

Par conséquent, A’ est la transposée de A: A’ = At, qui est aussi une matrice d’incidence
« sommets-sommets », appelée notamment « la matrice des précédents».

5.1. LEs ENSEMBLES EXTERIEUREMENT STABLES

Un sous-ensemble X’ de X est dit extérieurement stable (en abr. ees) ssi tout sommet hors de X' a un
suivant dans X'. Cet énoncé est équivalent a:

Un sous-ensemble X' de X est dit ees ssi un sommet quelconque x; appartient soit a X' soit a
I’ensemble des précédents de X', I''(X'). Par conséquent, X' est un ees ssi I'(X') U X' = X.

On a:
hx(I"(X') U X') = hx(X) = 1 2,
Or:
hx(I"(X) U X') = hx(I"(X')) + hx(X') = (hx. ' . h3)(x) + x = (Pu(I))(x) + x =
Y(x) + x = (At.x) + x = (At.x) 4 (D.x) = (At 4 D).x.
Par conséquent, les solutions du systéme :
(At +D).x=1

nous donnent tous les ees.
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On note J la famille des ees. Le systéme < 7, -}, 1 > est un sous-sup-semi treillis de < 27, -, 1 > .
Les annexes 6 et 8 nous indiquent comment il faut procéder pour trouver les éléments minimaux du
demi-treillis ainsi que la classe minimum de < J/~, < > (cf. aussi [3] et [17]).

5.2. LES NOYAUX

Les noyaux de G sont les éléments de & n J . Par conséquent, le systéme :
A.x) x=10 et (At+D).x=1
nous donne tous les noyaux de G.
Ona: A.x)@x=0cet (A4 D). x=1(At.x)@x=0 et (At.x) } (D.x) = 1At . x <X

et (At .x);x=1cAt.x<x et Al X)Qx=02At.x<x e x<Al.xAl.x=x

Par conséquent, les solutions de ce dernier systéme nous donnent tous les noyaux de G.

6. LES APPLICATIONS «y* ET ¥'*(k =0, 1, 2, ..)

On pose:
I = IP(x); Y0 = lan; Wn(y®) = D (matrice diagonale);
I"=T; y1=1+vy; A! = A (la matrice des suivants ou des descendants d’ordre 1);

M=T.T; Oup(I?) = On(l'e) = On(I) e Pu(T) = voy = v2; Wmn(y?) = Wn(y)? = A? (la ma-

trice des descendants d’ordre 2);

Mt =Tk1,T; Oy(I'¥) = Pp(T*Y) o Py(I") = y¥1oy = v¥; Wn(y¥) = A¥ (la matrice des des-
cendants d’ordre k).

w) =TuTlu..uTfu.. (la fermeture transitive de I');
Op(w(I) = w(Pu(T')) = u(y) (la fermeture transitive de ) ;

Wn(e(y)) = s(Wn(y) ) = w(A) = At + A2 | ... 4 A¥ | ... (la fermeture transitive de A
ou la matrice des descendants) (cf. [9] : les familles de Moore).

Le lecteur pourra former les applications y'* (k = 0, 1, 2, ...), et trouver leurs matrices corres-
pondantes. On a par exemple : Wy(y'¥) = A'% = (A¥)t = (AY)¥ (la matrice des ascendants d’ordre k).

6.1. LES BASES ET LES ANTI-BASES

Un sous-ensemble X’ de X est une base (resp. anti-base) d’un graphe G ssi il posséde les propriétés (i)
et (it) (resp. (i) et (iii) ) :

(). deux sommets quelconques de X' ne sont jamais reliés par un chemin.

(ii). tout sommet hors de X’ posséde au moins un descendant dans X'.

(iit). tout sommet hors de X’ posséde au moins un ascendant dans X'.

Il est trés facile de vérifier qu’une base (resp. anti-base) dans G est un noyau dans le graphe
#(G) (resp. w(G)?) sans boucles. Par conséquent, les solutions du systéme (1) (resp. (2) ) nous donnent
toutes les bases (resp. les anti-bases) de G.
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(1) (W(AY) ® D) .x = x (annulation de la diagonale de p(Al)),
(2) (w(A) ® D).x =x (annulation de la diagonale de p(A)).

On remarque qu’une base dans G est une anti-base dans Gt.

7. LE GRAPHE AUX ARETES
Dans la famille 4" = (G; = (Xi, U, I;, T;)) considérons la relation d’équivalence (la démonstration
est laissée au lecteur) %; telle que :

Ga®,G; ssi (L UTH) o (Ing UThy) = (LUT)o(lyy UTy) =T

Les éléments (classes d’équivalence) de la famille quotient %"/%; sont appelés des graphes
aux arétes. On a:

Om(T) = Pu((I* UT*) o (I, UT,)) = On(I* UT*) . Op(I, UT,)
= (Om(I*) + On(T*) o (Pm(I,) + Pm(T,)) = 3+ + 87) o 3+ + 07) = 7,

et
Wn(y) = (M+t - M~t), (M+ £ M-) = M+t M+ - M+ M- M-t M+ } M-t M- = A+ A°} Aot [ A- = A,
On a: af; =1 ssi I(u) = I(uy) (matrice symétrique)

ai; =1 ssi T(uy) = I(us)

ai;j =1 ssi I(u;) = T(w;)) & ajy =1 (d’ot la notation)

aj; = 1 ssi T(u;)) = T(uy) (matrice symétrique).

7.1. LES COUPLAGES

Un sous-ensemble U’ de U est un couplage dans G ssi :

(Vug)(Vuy)(@ # j = o’(ug) n «’(u;) = &). Par conséquent, un couplage de G est un eis dans le graphe
aux arétes sans boucle G. Les solutions, done, du systéme :

(A®D).u) Qu=10
nous donnent tous les couplages de G.

Remargque : la matrice A est symétrique. Le probléme de la recherche des eis dans un graphe est un
probléme concernant la famille quotient ¥'/%; (les 1-graphes non orientés sans étiquette aux arétes).
Par conséquent, on peut travailler sur un représentant convenable de la classe (i.e., un graphe sans
circuit).
Le lecteur pourra formuler et résoudre des problémes analogues avec les matrices A+, A% et A-.
Pour trouver les couplages maximausx, il suffit de résoudre le systéme ci-dessus selon le procédé

de I’ann. 8. Alors que, pour trouver les couplages qui ont le plus grand nombre d’éléments (i.e., n/2 arétes),
il suffit d’y ajouter : ny(u) = n/2. (Cf. aussi [3].)

8. I’ALGEBRE DE BOOLE COMME MOYEN DE DEMONSTRATION
8.1. LEMME

Soit G un graphe transitif et soit A sa matrice des suivants. Si au moins la i-&éme ligne et la i-éme colonne
contiennent partout des 1 (on s’intéresse aux éléments non diagonaux), alors G est complet symé-
trique (i.e., A = E).
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En effet: ap; = 1 et ayx = 1 = (par transitivité) apx = 1.

8.2. PrROPOSITION (cf. aussi [22])

Les deux propositions suivantes sont équivalentes :

(i). Le graphe G est fortement connexe,

(ii). Dans G, il existe au moins un sommet x; qui constitue a lui seul une base et une anti-base.
Montrons : (i) = (ii).

Le graphe étant fortement connexe (i.e., u(A) = E), les bases et les anti-bases sont données
par les solutions du systéme: (E ® D).x = x, qui donne:

Xy + %+ oo F X0 = 2, soit XXy + XX + oo+ 2320 + (%1% ... 2p) = 0
X+ x5 F oo + xn = x, soit XXy + XoXg |+ oo 1 Xexn + (%1% ... Xn) = 0
X+ o2y o X, = xp soit XnXy + XnXy + ... + XnZn—y + (%5 ... %g) = 0

Ce systéme est équivalent a I’équation booléenne :

X1yt Xy Xyt ooo 21X -1+ Xy X+ XXyt oo+ XaXn— + XpXn+ oo+ Xgn— +XgXn+ oo+ Xn—1Xn + %1X2%5. . Xn—1 X0 =0
D’our:
1) On ne peut pas avoir x; = x5 = 1, car alors ’expression ci-dessus prendrait la valeur 1,

2) On ne peut avoir x; = &, = ... = x, = 0 car alors I’expression ci-dessus prendrait la valeur 1
a cause du dernier mondme,

3) Exactement un x; a la valeur 1, les autres étant nuls. Par conséquent les solutions de ce systéme
sont les vecteurs de la base de 27.

Montrons : (if) = (i).

Supposons que le sommet x; constitue a lui-méme une base et une anti-base. Cela veut dire que:
(W(A)t @ D). x; = x; et (w(A) ® D). x; = x;. Ce systéme est équivalent a: (en posant pu(A) = (by)) et
(L(A)t = (bﬂ) (l =12, ..,n etj =12, ..., n) btl = biz = ... =bypy = 1let blg = bzg == by =1,

donc, d’aprés le lemme, yu(A) = E, ce qui veut dire que le graphe est fortement connexe.

8.3. TatorimE (Konig)

Tout graphe sans circuit admet une base unique constituée par ’ensemble des sommets n’ayant pas de
suivant.

Exercice : Montrer ce théoréme pour n = 5. On tiendra compte de deux lemmes :
() A tout graphe sans circuit correspond une matrice (de suivants) triangulaire inférieure.

En effet, ([24], th. VI-I) le graphe G étant sans circuit, il existe une numérotation de sommets,
dans laquelle le numéro de chacun d’eux est inférieur a tous ceux de ses descendants d’ordre 1 ou 2
ou ..., et supérieur a tous ceux de ses ascendants d’ordre 1 ou 2 ou ...
(i) La fermeture transitive d’une matrice triangulaire inférieure en est une.

En effet, ’ensemble des matrices triangulaires inférieures (ou supérieures) est fermé par rapport
a la multiplication (composition) et I’addition booléennes usuelles.
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ANNEXE

Ann. 1. Trenuis pE Boole (¢f. [1], [2], [4], [5], [9])

Soit 2 = {0, 1}. On munit 2 de deux opérations binaires notées -I-, . et d’une opération unaire notée -
définies par les tableaux :

-+ 0 1 0 1 0=1
0 1 0 0 0 1=0
1 1 1 1 0 1

L’ensemble 2, muni de ces trois opérations est une algébre de Boole ou un treillis de Boole. 0 est
I’élément minimum du treillis et 1 son élément maximum. On dit aussi que le systéme : <2, +,.,~, 0,1 >
est un treillis de Boole. La vérification des axiomes :

idempotence : at+a=a; a.a=a,

commutativité : aj-b=bta; a.b="b.a,

associativité : at(b+c)=(@F+b+c; a.(b.c)=(a.b).c,
absorption : at+a.b=a.(afb=a (on suppose la priorité de .),

distributivité de ’une par rapport a 'autre: a.(b+c¢)=a.bta.c,
a+b.c=(a-+ b)(a+c),

I’élément minimum : a4 0=a; a.0=0,

L’élément maximum : a +1=1; a.1 =a,

le complément : at+a=1; a.a=0,

est laissée au lecteur a titre d’exercice.

De méme, montrer que la relation < telle que: a < b ssi @ + b = b, est un ordre total sur 2.

On remarquera que :
< est réflexive car | est idempotente,
< est antisymétrique car -+ est commutative,

< est transitive car -~ est associative.

Montrer I’équivalence : a+b=b®a.b=a©;+b=l©a.5=0 et a-b=a.b,

a.b=a-tb (régle de Morgan).
Montrer que: a + b = sup <@ b) et a.b=inf _(a,b)

Le treillis ci-dessus est représenté par le schéma:

selon la convention : a/_’_\b ssi a<b (le,a<b e a#b)
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Soit 2 = 2 X 2 X ... X 2 (k facteurs). Les éléments de 2* seront notés par des lettres grasses,
ie, a = (a, a,, ..., ar), éventuellement affectées d’indices. On munit 2% de deux opérations binaires
notées -+, ® et d’une opération unaire notée - définies par: a + b = (a; + b, ay + by, ..., azx + bz),
a®b=(a,.b, ay.by, ..., ax.bx), a=(ay, a5, ..., az), 0=(0,0,...,0), 1=(1,1,..,1).

Les opérations -+, ®, —, sont les opérations induites par celles de 2. Le lecteur pourra

vérifier que le systéme: <2k, +,®, =, 0,1 > est un treillis de Boole, et que la relation < telle que:
a < b ssi a4+ b=Db est un ordre partiel, appelé ’ordre induit par celui de 2. En déduire que:

ajtb=beoa®b=a; a<bhca <b eta, <bet .. etagp<b;
a—i—b:supg(a,b); a®b =inf _(a,b).
On note . une loi de composition externe, i.e., une application de 2 X 2% dans 2% telle que :

2 X 2k (x,x) - (x. %, X . Xy, ..., . x) € 2k, On dit, alors, que le systéme: <2k, +,®, ., -, 0,1>
est un espace booléen.

L’ensemble des parties d’un ensemble A, noté P(A), muni de deux opérations binaires U,
N (union et intersection) et de P’opération unaire - (complémentation) est un treillis de Boole.
Son élément minimum est ’ensemble vide, @, et son élément maximum est la partie pleine, A. On
dit alors que le systéme: < P(A), U, n, —, &, A > est un treillis de Boole.

Vérifier que: ACBoAUB=BoAnB=A; AUB=sup(A,B); AnB =inf_(A, B).

On suppose que les éléments de A sont numérotés de 1 a k: A={a,, a,, ..., ax}. Entre P(A) et
2%, on établit la correspondance :

P(A) = A; - ha(Ay) = a; = (asy, Gigy ..o @) €25, o2t a3 =1 ssi aj A,

Il est évident que l’application ha, de P(A) dans 2%, ainsi définie, est une bijection. L’image par hy
d’un sous-ensemble A; de A est appelé le vecteur caractéristique de A;. Ainsi: ha(A;) est le vecteur
caractéristique de Aj;.

h, est un isomorphisme du treillis de Boole < P(A), U, n, -, ¥, A > sur le treillis de Boole
<2k 4,®,7,0,1>, ie,
ha(Ai U Ag) = ha(A¢) + ha(Ay)
ha(Ain Ay) = ha(A¢) @ ha(Ay)

ha(Ay) = ha(A)
ha(2) =0
ha(A) =1

Ann. 2. FoNCTEURS

Le but de ce paragraphe est de permettre au lecteur une mise en équation immédiate et trés élégante
de tout probléme de I’étude des graphes ou interviennent les concepts « vrai » et « faux ».

Soient f et g deux applications de A dans B et de B dans C respectivement. Un foncteur (cf. [16]) &
est un couple (F, Fn) (resp. #¢ = (F, F§)) tel que: a chaque ensemble A fait correspondre un autre
ensemble F(A) et & chaque application f de A dans B fait correspondre une autre application Fny(f)
de F(A) dans F(B) (resp. F&(f) de F(B) dans F(A)) et qui a les propriétés F.1 et F.2 (resp. F'1 et F2):
F.1 Fn(la) = lr@) F1 F&(1a) = lr (1a: I’application identique de A)
F.2 Fn(g.f) = Fu(g) - Fu(f) Fe2 Fo(gof) = F&(f) - Fi(g).
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Le foncteur & (resp. F°) est appelé covariant (resp. contravariant). La premiére composante
d’un foncteur est appelée « foncteur-objet », et la seconde « foncteur-application ».

Exemple 1: le foncteur-puissant # = (P, Pp)
P(A) : Yensemble des parties de A.
Pn(f) = f, est une application de P(A) dans P(B) telle que:

t40 = U @@n
a s Ay
On laisse au lecteur le soin de vérifier les axiomes F.1 et F.2:
F.1 (1a)y = lrpw) F2 (gof)y = g¢of,. (foncteur covariant)

On peut traduire ces propriétés par les diagrammes :

Fig. 17

Vérifier, a titre d’exercice, les propriétés:
f.(A U Ag) =f,(A) U, (A))s  £,(Asn Ay Sf (A) nf,(Ay).

Exemple 2: le foncteur-puissant £¢ = (P, Pg)
P(A): I'ensemble des parties de A
Pg(f): f* est une application de P(B) dans P(A) telle que :

£*(B:) = U {az}

f(a j) (=] Bc
On laisse au lecteur le soin de vérifier les axiomes F$1 et F¢2:

Fi1 (1a)* = 1p@) F2 (gof)*=1f*.g* (foncteur contravariant).
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On peut traduire ces propriétés par les diagrammes :

Fig. 18 Fig. 19

Vérifier, a titre d’exercice, les propriétés :

£*(B; U By) = £*(By) U £*(B;) *(B; n By) = £*(By) n £*(By); f*(B;) = f*(B) n £*(By).

Ann. 3. TrEiLLIS DE BOOLE ET FONCTEURS
On note Hom(P(A), P(B)) I’ensemble des homomorphismes pour I'union de P(A) dans P(B), i.e.,
I'e Hom(P(A), P(B)) < (VA)(VA)(AsesP(A)etA;=eP(A) = TI'(A;U Ay) = T'(Ai) UT(Ay)

On a en particulier : si f est une application de A dans B (resp. de B dans A) alors f, & Hom(P(A), P(B))
(vesp. f* € Hom(P(A), P(B)). De méme, il est facile & montrer que: I} & Hom(P(A), P(B)) et
I'; € Hom (P(B), P(C)) = TI,;.I; = Hom (P(A), P(C)).

Il découle de cette définition que chaque élément I' de Hom (P(A), P(B)) est complétement
déterminé par la donnée des I'({as}), 1 = 1, 2,..., card A.

On fait de Hom(P(A), P(B)) un treillis de Boole en posant:

[ UT, o (T U Ty)(Ad) = Ty(Aq) U T'y(Ag)
OinT,: _(_Fl n y)(Ag) = I[1(Ag) n T'y(Aq)

T : T(AJ) = T'(A)
I . I(Ay) —B
0 : O(As) = 2 e P(B)

Le foncteur @ = (6, Dp).

Soit I' = Hom(P(A), P(B)).
D(P(A)) = 2 =4
Oun(l) =hp.l.hxt
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Vérification des axiomes F.1 et F.2:
Fl. ®n (1p@a) = hafo 1pa) o ha' = (ha o 1p@a)) o ha' = ha o hz' = 13 an = lo(p(a))
Soit: I & Hom(P (B), P (C)).
F2. @y (I"eT) = hco(I" o) oha' = hcoIVolp@myo I'o hyl =
=h¢oI"ohglohgoI'ohy! = (hco IV o hg) o (hgo I' s h3!) =
= Op (I') o O ().
On note Hom (24, 2°?) Pensemble des applications de 2°* dans 2°*"*® images par ®Op de

celles de Hom(P (A), P (B)).

On note a; = (0, 0, ...,0, 1, 0, ..., 0) (toutes les composantes sont nulles sauf la i-éme) les
vecteurs de la seule base de 2°*?4, Il est évident que: hy ({a;}) = a;. Un élément a = (ay, @y, ..., @ oo 4)
de 2°* se décompose de la fagon suivante: a=a, . a; + a; . a3 + ... - Gearan - 2° cara a-

Soit I' € Hom (P(A), P(B)) et soit y son image par ®ny. Il va de soi que vy est complétement
déterminée par la donnée des images de la base de 2°*4, Plus précisément :

v(a) = a, . y(a) + a5 . v(a3) + .o + @ aan - V(2 caran)-
On fait de Hom (24, 2°®) un treillis de Boole en posant :

Y1+ Yei (11 v)(@) = vi(a) + ve(a)
T1 ® Y2t (v @ v2(a) = 1i(a) @ va(a)

Y : v(a) = v(a)
0 : 0(a) =0g2®
1 : 1(a) = 12",

Montrons que @y est un isomorphisme de Hom (P(A), P(B)) sur Hom (2°** %, 2°*®) pour les
structures booléennes correspondantes :
— @y, est surjective par sa définition
— @y, est injective :
Pp(ly) = Pu(l'y) >hpo Iy ehgl =hpgo I o hg! = I} = T’y (puisque hz! et hg en tant que bijections
sont simplifiables),
— @, est un homomorphisme ;
montrons que : Pp(Fy U T'y) = Oy(Ty) + On(Ty).
Pour cela il suffit de montrer que : (QPy(Ty U I'y))(a) = (Pm(Ty) + Pu(Ty))(a) 5
(Om(I'y U Ty))(a) = (hp o (3 U Ty) o ha')(a) = hp((ly U Tp)(ha'(a)) =
hy(I'; (hx*(a) U Ty(ha'(a))) = hp(Iy(hz' (a)) + hp(Iy(hx'(a))) =
(Pum(T))(@) + (Pm(To))(@) = (Pu(Ty) + Pu(Ty))(a).
On laisse au lecteur le soin de montrer :
On(Ty N Ty) = Pu(ly) ® Ou(l) et On(T) = Om(T).
Montrer, a titre d’exercice :
ro. T'(A: U Ay =T'(Ag) U T(Ay) (définition)
I'l. T(A:n Ay) € T(Ag) n T'(Ay) (égalité a lieu ssi I' = n *)
2. I'(Ai— Ay) 2T(A¢) —T'(A;)  pour A; € Ay (I'inégalité a lieu ssi I' = n f*).
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En déduire que:

¥0.  y(a: + a5) = y(ar) + v(ay)
vl y(ar ® aj) <vy(a) ® v(ay)
Y2, y(a ® a5) > y(a) ® y(ay)
¥3. y(a.a;)) = a.y(ag).

2urdA 2cardB
2

Les éléments de Hom ( ) sont appelés des applications linéaires booléennes (v0 et y3).

Posons : card A = d, card B = r. Dorénavant les vecteurs seront écrits sous forme de colonne.

Posons :
my;
my;
v(a3) = . =12 ... d)
| i
On a:
o s ot . R
Y(a) = a;.v(a1) + a;.v(a83) + ... + ap.y(ar) =
my myp myk ay my + @y Myy + ...+ Gk mﬂn
Moy My mok a; My + @y My + ... + Gk Myi
a,. —+ a,. + oo + ag. =
my My, Mmyk Gy Myy + Ay Myy + ... + Qg Myk

Ainsi, & chaque application y de Hom(2%, 27) correspond une matrice MY = (m})) du type
(r, k) (r lignes et k colonnes) dont la i-&me colonne est le vecteur colonne y(a3). On définit lal multiplication
de MY par le vecteur a: MY.a = vy(a).

On note #(r, k) I’ensemble des matrices du type (r, k). On fait de .#(r, k) un treillis de Boole
en posant :

M + M = (m” + méj)
MM = (m” . mij)

M = (m4)
0 == (0) (la matrice pleine de 0: ’élément minimum)
E = (1) (la matrice pleine de 1: 1’élément maximum).

La vérification des axiomes est laissée au lecteur.

Notons Wy, ’application de Hom(2%, 2r) dans #(r, k), i.e., Wy(y) = MY. Montrer que Wp, est
un isomorphisme pour les structures booléennes correspondantes. On montrera que Wy, est bijective
ainsi que :

My +Yy = My 4+ MY

Myey = My @ MY

My = MY
M° =0
Mm?! = E
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On définit une application (produit matriciel booléen usuel) :

Mn,T) X M k)D M, M) > M . M= (mi; my + miy my; + ... + mir mey) = (mis) € M(n, k).
Montrer que le couple # = (W, Wp,) tel que :

W(2F) = 2% et Wm(y) = MY est un foncteur covariant :

F1. Wi(1,z) = D (matrice diagonale du type (k, k), la matrice identique de 2%)

F2. W (Y oy) = Wm(Y) . Wn(y) soit MY*Y = MY’ . MY, ot : y € Hom(2%, 27) et v’ & Hom (27,27).
Ainsi, tout « calcul » se fait, en quelque sorte, a partir des foncteurs :

Wod)og :(qu)oP,Wmo(I)mqu)
et

Wo®090=(Wo®oP,Wmo®moP&).

Ces considérations nous permettent la mise en équation immédiate de tout probléme de ’étude
des graphes relatif aux concepts « oui » et « non » (vrai et faux).

Ann. 4. FoNcTIONS ET EQUATIONS BOOLEENNES ([4], [5])

Une fonction booléenne a k variables est une application de 2% dans 2 dont sa forme générale (forme
normale disjonctive) est donnée par:

ax— Ap— q
f(%q, %55 +ovy X)) = E Ay .z t.ox, 2 xko (somme booléenne),

(ak_l, Al —29 +oe9 ao) e 2k

. Ax—4 — .
x =ax; s1 ag-; =1 et x, = x; si ag-i = 0,

N=agpy .26 4 ap,. 282 4+ . 4 q.2% Ay 2.

Forme finale d’une équation booléenne : f (x;, x,, ..., xx) = 0.
On pose: f;(x,) = f(x1, 25, ..., 2x) = 0.

Condition d’existence d’une solution en x, : f; (0) . f; (1) = 0.
Solution en x,: x, = f; (0) + p; . f; (1) (p, paramétre € 2).
On pose : f, (x;) = £, (0) . £, (1) = 0.

Condition d’existence d’une solution en x,: f, (0) . f, (1) = 0.
Solution en x,: x, = f, (0) + p, . T, (1).

On pose : . (xx) = fx— (0) . fxr— (1) = 0.

Condition finale : fx (0) . fx (1) = 0.

Solution en xx: xx = fx (0) + pr . fx (1).

On substitue x; dans xg—q, ..., on substitue x, dans x;. On a ainsi une solution paramétrique des x;
a laide des p;. Pour la minimisation du nombre de paramétres cf. [4] et [5].

Exemple.

Soit A résoudre P’équation: x; x, + %, x; + x5 x5 = 1.
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On a: f (%;, Xy, X3) = %, %y + % X3 + Xy %5 = (%, + %) .« (% + %) . (%3 + %) (régle de Morgan) =

X, %y + X X3 + x5 x5 = 0.

On pose: fi(x;) = %%, + Xx5 + %5 = 0, £,(0) = 2, + x5 £ (1) = x5 %53

condition : f,(0) . f,(1) = x, x3 = 0; solutionen x,: x;, = x, | x;3 -+ p,.

On pose: fy(x,) = x, x5 = 0, £,(0) = x5, f,(1) = 0; condition: £,(0) . fy(1) = :0 (toujours

vérifiée) ; solution en x,: x, = %3 + p,; %5 est arbitraire, posons x; = p,.
On a la solution paramétrique : x;, = p; + p, + ps; % = ps -+ Ps; %3 = Pa-

Pour trouver toutes les solutions, on dresse le tableau:

P1 P2 P3 X1 X3 X3
000 O00O0O0*™ Minimisation du nombre de paramétres
0 01 111 *

* — -
31? H? % 0111 a-v a.bfa.b1a.b at b
100 100 * %l=10110 a'E =la.bfa.b =la@s
101 111 % 0100 o7 o b .
110 110
111 111

Si I’on a une équation du type: g(x) = h(x), alors on pose:

£(x) = g(*) ® h(x) = g(®) . K(x) + g(x).h(x) = 0.

Ann. 5. SYSTEMES BOOLEENS (solution paramétrique) ([4], [5])

Forme finale d’un systéme booléen :

fi(x) = 0 et f)(x) = O et ... et f4(x) = 0.

Ce systéme est équivalent a ’équation booléenne :
y q q

fi(x) -+ £,(x) + ... + fa(x) = 0.

Ann. 6. RECHERCHE DE TOUTES LES SOLUTIONS MINIMALES AU SENS DE L’INCLUSION ENSEMBLISTE
(oU DE L’ORDRE INDUIT) DANS UN SYSTEME DE FORME FINALE fi(x) =1 (i=1,...,n) oU
TOUTES LES LETTRES DANS LES f; SONT AFFIRMEES ([17])

On multiplie membre & membre les n équations du systéme. On effectue toutes les simplifications
possibles par la régle d’absorption (i.e., a + ab = a). Chaque monéme de P’expression ainsi obtenue
fournit une solution minimale au sens de I'inclusion ensembliste sur P(X) ou de I'ordre induit sur 2%,
et cela a cause de la régle d’absorption.
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Ann. 7. RECHERCHE DE TOUTES LES SOLUTIONS MAXIMALES AU SENS DE L’INCLUSION ENSEMBLISTE
(oU DE L’ORDRE INDUIT) DANS UN SYSTEME DE FORME FINALE fi(x) =1 (i=1,...,n) oU
TOUTES LES LETTRES DANS LES f; soNT NIEES ([17])

On multiplie membre & membre les n équations du systéme. On effectue toutes les simplifications
possibles par la régle d’absorption. Chaque mondme de I’expression ainsi obtenue fournit une solution
maximale (au sens de I’ordre induit sur 2%) car les inconnues qui ne figurent pas dans un tel monéme
peuvent prendre la valeur 1.

Ann. 8. RECHERCHE DE TOUTES LES SOLUTIONS MAXIMALES AU SENS DE L’INCLUSION ENSEMBLISTE DANS
UN SYSTEME DE FORME FINALE f; (x) =0 ({= 1, ..., n) OU TOUTES LES LETTRES DANS LES f;
SONT AFFIRMEES

On pose : f; (x) = 1 et ’on procéde comme dans Ann. 7.

Ann. 9. RECHERCHE DE TOUTES LES SOLUTIONS MINIMALES AU SENS DE L’INCLUSION ENSEMBLISTE DANS
UN SYSTEME DE FORME FINALE fi(x) = 0 ({ = 1, ..., n) OU TOUTES LES LETTRES DANS LES f;
SONT NIEES

On pose : fi(x) = 1 et ’on procéde comme dans Ann. 6.

Ann. 10. EQuATIONS PSEUDOBOOLEENNES ([13])

Une fonction pseudobooléenne a k variables, est une application de 2% dans Z, dont sa forme générale
est donnée (Ann. 4) par la forme générale d’une fonction booléenne avec la différence : somme arithmé-
tique au lieu de somme booléenne, multiplication arithmétique au lieu de multiplication booléenne,
AN € Z.

On pose: fi(x,) = f(x) = 0.
Condition d’existence d’une solution en x, : f,(0).f,(1) = 0.

Solution en x, : x;, = p,.£}(0) +p,.f,(1), our: £;(0) = 0 si £,(0) = 0 et £;(0) = 1 si £,(0) # 0.
I1 en est de méme de f;(1).

On pose: fy(xy) = £,(0) . f,(1) = 0.
Condition : £,(0) . f,(1) = 0.

Solution : x, = p, . £,(0) - p, . T;(1), et ainsi de suite. Les p; sont des paramétres appartenant

a2.
Exemple.
Soit a résoudre : 2 x, x, + %, X3 — %, 23 = 2.
On pose :
f(x) = fi(x;) = 2 2, %5 + %, 25 — 2 73 — 2 = 0. £,(0) = — =z, x5 — 2. fi(1) = — 2 %, + x, x,.
f(xg) = £,(0) . (1) = 2 Fp %y + 4 % — 2 2, %5 — O. £,(0) = 2 %, + 4. (1) = — 2 %,

fy(x5) = £5(0).f,(1) = — 12 x, = 0, donc: x; = 1.
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Par conséquent :

£,(0) = 4 et £,(0) = 1. f,(1) = 0etf5(1) = 0. =x, = p, + p, = L.
£,(0) = —2et f{(O) = 1. fi(1) =0 et fl'(l) = 0,donc: x, = p; + p, = 1.

Ann. 11. MINIMISATION, MAXIMISATION D’UNE EXPRESSION PSEUDOBOOLEENNE ([13])

Soit & minimiser : f (x). On pose : f; (x,) = f (x). On pose : g, (x5, %3, ..., xx) = f; (1) — £, (0).
M, = {(as, ag, ..., ax) € 25-1: g (ay, ag, ..., ag) < 0}.
N, = {(by, bs, ..., by) = 25-1: g, (by, b3, ..., bp) = 0}.

Solution en x;:

E ay as ay . E b, by bx
%y = Xy o Xy e X + Pp1- X0 Xy X

(@g, gy ..., ax) € M, (by, by, ..., br) € N,.

On pose : x = la valeur de x, pour p;, = 0. On pose: f, (x;) = f; (x}). On pose: g, (x3, ..., xz) =
f, (1) — £, (0). On trouve M, et N, comme ci-dessus, et ainsi de suite.

Finalement, on pose : gr = {5 (1) — £z (0), et I'on a: fin = 5 (x).

Exemple.
Soit 4 minimiser ’expression : f(x) = f;(x;) = 2 x; x, + %; x5 — %, x;.

On a:

g%z x5) = £i(1) — £(0) = 2 %, + 253 M, =0; N, ={(0, 1) };

Xy = Py %y X33 x1=0; fy(x,) = fy(x1) = £,(0) = — x, 755 ga(x5) = £5(1) — £,(0) = — x3;

M, =0; Ny ={1}; Xy = P2 %3 x3 =03 fo(ws) = fo(x3) = £,(0) = — 253

gy = f5(1) — £5(0) =0 — (— 1) = 1; M, =0; Ny, =0; x5 = 0.
Donc:
% = %y = x5 = 0 et fpip = £3(0) = — 1.
Pour maximiser une expression pseudobooléenne f(x), il suffit de minimiser — f(x).

Les Ann. 10 et 11 donnent aussi une petite modification, quant & la fagcon de procéder, des
méthodes de [13].

Pour compléter la méthode de minimisation d’une expression pseudobooléenne, on aura besoin
d’une méthode nous permettant de résoudre une inéquation pseudobooléenne (pour trouver systéma-
tiquement les M;). Pour cela, on renvoie le lecteur a [13].

REMARQUES FINALES

A

L’algébre de Boole ne constitue certainement pas le seul moyen d’apporter une solution élégante a
certains problémes de 1’étude des graphes. D’ailleurs, certaines méthodes qui figurent dans cette étude
ne sont pas les plus efficaces pour la résolution des problémes correspondants. C’est le cas par exemple,
de la recherche systématique de tous les circuits hamiltoniens.

56



Dans ce cas, et dans bien d’autres, c’est la théorie des 2-modules (cf. [6] et plus particulié-
rement [7]) qui s’y préte trés efficacement. Et s’il n’en est pas ainsi, alors ce sont les Z-modules qui y
interviennent ; comme par exemple, dans certains problémes de réorientation.

Quoi qu’il en soit, I’algébre de Boole s’applique chaque fois que les concepts « oui » et « non »
paraissent, et cela d’une fagon trés évidente, comme on vient de le constater.

Cependant, il y a certains problémes, que nous avons appelés des « métaproblemes » (cf. [8]),
comme celui de la partition en cliques d’un graphe symétrique ou celui de la coloration d’un graphe
(au fait il s’agit du méme probléme) ou encore de la dimension d’un ordre partiel, qui ne semblent pas
pouvoir étre résolus directement par les méthodes que nous avons exposées. Il faut alors construire
d’autres graphes, que nous avons appelés des« graphes généralisés » ou des« métagraphes » (par rapport
au probléme que ’on demande de résoudre) dont certaines propriétés se prétent fort bien a I’étude
systématique de métaproblémes.

Ainsi, nous pensons que notre souci d’unification (classe de concepts) de I’étude des graphes nous
a conduit a résoudre une classe assez considérable de problémes d’une fagon ou d’une autre, mais
« syntactiquement» les mémes.

Assurément, le procédé d’unification ne s’arréte pas ici: le lecteur attiré par cette étude pourrait
y procéder; ainsi on aura beau jeu un jour de parler de théorie des graphes.
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