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SUR CERTAINES FONCTIONS
ALEATOIRES STATIONNAIRES.
APPLICATION A L’ETUDE DES FLUCTUATIONS
DUES A LA STRUCTURE ELECTRONIQUE
DE L’ELECTRICITE.

Par

Axpré BLANC-LAPIERRE.

INTRODUCTION

Cetravail a son origine dans des problémes posés par la physique. Je
les expose briévement.

Alors qu'aucun signal n’est appliqué & l'entrée d’un amplificateur élec-
trique, la tension mesurée & la sortie de ce dernier subit des fluctuations.

Diverses causes en sont responsables : les deux principales sont ’agita-
tion thermique des électrons dans les résistances (effet Johnson) et la
structure corpusculaire des courants électroniques (effet de grenaille).

Cette étude est relative & I'effet de grenaille. On dit que cet effet est pur
si les électrons constituant le courant électronique considéré agissent de
fagon désordonnée el indépendamment les uns des autres. C’est évidem-
ment 14 un cadre assez restrictif; 'effet de grenaille pur est rarement
observé ; on sait, en particulier, que, dans les tubes, il estsouvent perturbé
par l'influence de la charge d’espace. Cependant, I'Ctude de l'effet de
grenaille pur présente un grand intérét : les hy pothéses sont assez simples
pour permettre une analyse trés précise dont les résultats peuvent étre
facilement généralisés; en définitive, 'étude de I'effet de grenaille pur
conduit & des conclusions dont la plupart sont valables pour toutes les
fluctuations d’origine électrique.

Réduit & sa forme la plus simple, le probléme de leffet de grenaille
pur se pose de la facon suivante : ce que nous appelons un courant
continu, doit étre considéré comme une suite d’électrons et I'action de ce
courant sur un circuit quelconque résulte de la somme des impulsions

BLANC-LAPIERRE. 1



2 FONCTIONS ALEATOIRES STATIONNAIRES

respectivement dues & chacun de ces électrons. Les hypothéses vont porter
sur les propriétés de ces suites d’impulsions et sur les propriétés des
circuits électriques qui sont soumis & ces impulsions. Naturellement, pour
étudier V'effet de grenaille d'un courant I, nous devons supposer que les
circuits, sur lesquels I agit, n’apportent pas d’autres causes de fluctuations
qui s’ajouteraient a cet effet de grenaille. Les inconnues du probléme
sont les propriétés de la tension fluctuante a(f) observée & la sortie d'un
amplificateur, lorsque I est appliqué a l'entrée.

1o Les hypothéses.

a) LA SUITE DES GHOGS ELECTRONIQUES.

a) Un choc électronique 4 I'instant ¢ = o doit étre considéré de la fagon
suivante : I'action d’un tel choc est celle d’un courant J(¢) (ou ¢ représente
le temps) qui satisfait aux propriétés suivantes : J(¢) est partout nul, sauf
dans lintervalle —e, 4 ¢, ou ¢ est une durée extrémement bréve par
rapport aux constantes de temps d& appareils utilisés, de sorte que
Paction de J(¢) ne dépend que de Uintégrale :

q:f_jﬂ(r)dt. (1)

b) Si I est lintensité & I’échelle macroscopique, le nombre moyen de
chocs par seconde vaut p:—:,— ; p sera appelée la densité des chocs dans le

temps.

Comment interpreter le mot desordonne ? Pour définir la répartition
dans le temps des chocs électroniques correspondant & une densité p, il
faut se donner la suite indéfinie des instants ... s, s,;1, s,4, ... o0l inter-
viennent les différents électrons; o étant donné, il y a une infinité de
répartitions possibles. Nous dirons que chacune constitue une épreuve &.
Une épreuve & est donc définie si on connait tous les s, correspondants
depuis {==—oc0 & {==4 . Sur cel ensemble d’épreuves, nous allons
définir une probabilité. On peut interpréter le caractére désordonné de la
répartition des s, de la facon suivanie : considérons un intervalle de
temps T, trés grand, et attribuons-lui ¢T chocs; pour les répartir sur T,
nous imaginons qu'on jette successivement et indépendamment les T
points, de telle sorte que, pour chacun d’eux, il y ait équiprobabilité de
tomber en un point quelconque du segment T.

Si on veut alors considérer une répartition désordonnée de densité ¢,
g'étendant de /=-—co & /= + oo il est naturel de lui assigner les pro-
priétés limites obtenues pour T — % . On obtient alors les propriétés bien
connues de la répartition de Poisson :

a) La probabilité pour qu’un intervalle quelconque Af contienne n
impulsions est donnée par la relation :

(n)"e—n

P(n, At)= —T (2) avec E:pAl. (3)
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b) Deux intervalles disjoints sont indépendants au point de vue proba-
bilités.

Remargque. — Lorsque nous disons que V'intervalle T contient pT chocs,
¢ nous apparait comme une moyenne dans le temps. Au contraire, lorsque
nous écrivons n==pA¢, n est la valeur moyenne du nombre de chocs peu-
plant I'intervalle Af, cette valeur moyenne étant prise sur I'ensemble des
épreuves. Par suite, o a plutdt, ici, le sens d’une espérance mathématique.
Si on ne veut pas lui faire jouer le role de moyenne dans le temps et si on
veut lui donner tout de suite sa deuxiéme signification on peut traduire le
mot désordonné par les hypothéses suivantes tout aussi naturelles que les
précédentes :

a) At étant un intervalle de temps trés petit, la probabilité pour que cet
intervalle renferme un choc est proportionnelle & Af; on peut I'écrire pA¢;

b) la probabilité pour que Af renferme plus d’un choc est un infiniment
petit du second ordre en Af;

¢) deux intervalles disjoints sont indépendants.

Ces trois hypothéses suffisent & établir la formaule de Poisson.

b) LEs CIRGUITS ELECTRIQUES.

10 AmpriricATEURS. — Un amplificateur transforme un courant (ou une
tension d’entrée) K(2) appelé signal en une tension de sortie R (¢). R(¢) est
la réponse de 'amplificateur au signal E(¢). Nous supposons que la corres-
pondance K, R est linéaire. Pour la définir, il suffit de se donner la
réponse & certains signaux particulicrement simples, en lesquels on
décomposera les signaux plus complexes.

11 est tout indiqué, ici, de se donner la réponse Ry(¢) a@ une impulsion
trés bréve de valeur g =1 regue & linstanl {=o. La réponse & une
impulsion de valeur ¢ regue a l'instant ¢t =s,, sera ¢R};(f —s,).

On peut aussi se donner la réponse & un signal sinusoidal sin 27v¢. On
montre aisément que la réponse est aussi sinusoidale et a méme fréquence
que lesignal ; on péut mettre laréponse sous la forme g(v) sin {vat + ¢(v) !
11 est toujours possible de prendre y(v) posilif. Dans ces conditions, g(v)
et ¢(v) définissent le gain et le déphasage de l'amplificateur pour la
fréquence v.

Les conditions de linéarité imposées permettent de choisir arbitraire-
ment R,(7) d’une part, ou g(v) et ¢(v) d’autre part. En fait, les propriétés
électriques des éléments constitutifs des amplificateurs sont telles que leur
fonctionnement est régi par des équations différentielles linéaires & coeffi-
cients constants. Cela impose des conditions & Ry(f) ou & g(v) et o(v) (*).
Je précise les propriétés de Ry(/).

1) Ry(?) est identiquement nul pour ¢t <o (L’effet ne peut précéder la

() Voir par exemple Bavaro. R. G. E., 37, no 21, 659.
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cause). Il en résulte que, dans les calculs, il ne sera pas nécessaire de
distinguer entre les chocs passés et les chocs futurs.

2) R,(f)= ZA“e%t (&) pourt>o.

Les A, et les ¢, sont réels ou imaginaires ; si A, et ¢, sont les imaginaires

conjugués, on a simultanément deux termes conjugués dont la somme

A efet A;e‘?at est réelle. La sommation porte sur un nombre fini de
termes. Les oscillations libres des amplificateurs étant nécessairement
amorties, on doit supposer que les parties réelles des ¢, sont toutes néga-
tives.

3) Pour t=o, 0n a R;(—o)=o0 et R, (4 o):ZAa. I est possible
a

qu’il y ait, en =0, une discontinuité d’amplitude finie.
On déduit des trois propriétés précédentes les conséquences suivantes :

1. — 11 existe une borne My de R;(¢) valable quel que soit ¢.

II. — 1l existe une borne My de R(¢) dans tout domaine ¢<Co,>¢
ou ¢ est un nombre positif aussi pelit quon veut mais restant différent
de o. La borne My est indépendante de . R,(¢) est continu et dérivable
sauf pour {=o. La dérivée R(f) est continue sauf en {=o.

IIl. — ¢ étant un nombre positif, aussi petit quon veut, donné a
I’avance, on peut toujours lui associer un nombre T tel que ¢ > T entraine :

| By(?) | <<e.

D’une fagon plus précise, pour ¢ assez grand, on aura :

[ Ry(t) | << Ge™# (®)

ol ¢ est un nombre positif. Nous supposerons que R|(f) peut-étre, pour ¢
assez grand, majoré d’une facon analogue c’est-a-dire que l'on a :

| Ry(0) | < Cle—*". (6)

Ces trois derniéres conditions sont moins restrictives que le fait d’astrein-
dre Ry(¢) & étre une somme d’exponentielles. Elles suffisent a bien des
démonstrations qui vont suivre (les exceptions seront signalées). En fait,
pour les applications, les trois premiéres conditions sont loujours satis-
faites.

Je dirai que des amplificateurs sont de méme famille si leurs réponses
R(t) se déduisent, les unes des autres, par une dilatation paralléle & I'axe
des temps.
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Si on pose :

Ri(t)=ry (-i—) = ry(}) avec X =7t (7
on a, en faisant varier © supposé positif, des amplificateurs d’une méme
famille.  est la constante de temps de chaque amplificateur de la famille;
) sera appelé le temps réduit et ry()) la réponse réduite & I'impulsion
unité.

Il peut arriver qu'un amplificateur ait une réponse nulle si le signal a
une valeur constante. On dira qu’un tel amplificateur est insensible & une
composante continue. Il en est ainsi si :

+
f Ru()dt=o. . ®)
2° Direcreurs. — Nous désignerons ainsi des appareils non linéaires,
sans inertie, qui, & un signal z(¢), associent la réponse :
y(t) = afx(t)] (9)

ou y = )(x) représente une certaine fonction qui décrit la « caractéristi-
que » du détecteur.
Exemples :

a(x)y= | x|’ détecteurs appelés
@D(x) = ‘”_"Aé.li”i | improprement linéaires

@D(x) = x* détecteur quadratique.

2° Buts de I’étude.

Nous désignerons par x(f) la réponse, fournie par un amplificateur
dont I'entrée est soumise & I'effet de grenaille d’un courant I.

Sur chaque épreuve &, x(f) est une fonction du temps au sens de I'ana-
lyse ; mais cette fonction varie d’une épreuve & une autre. On peut noter
ce fait en écrivant & —= (¢, ). L’ensemble des fonctions x(¢, &) associées
a l'infinité des épreuves & constitue une famille de fonctions aléatoires.
L’étude mathématique de l'effet de grenaille est 1'étude des fonctions
aléatoires x({, €).

Pour rendre la lecture plus facile, nous rappelons, dés maintenant,
quelques points classiques de I’étude des fonctions aléatoires. Un certain
nombre de notions courantes de I'analyse ont besoin d’étre adaptées &
cause de lintervention du caractére aléatoire ; il en est ainsi, par
exemple, pour les notions de continuité, de dérivée, d'intégrale... Toutes
ces notions reposent sur 'idée de limite qui doit étre précisée dans le cas
d’éléments aléatoires. Soit une fonction aléatoire F(¢, &) définic sur une
catégorie d’épreuves & ; considérons une suite de variables aléatoires
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F(¢, &) correspondant & des valeurs de f tendant vers { =« ; soit, d’autre
part, une variable aléatoire A(&) définie sur la méme catégorie d’épreuves.
Il y a plusieurs fagons de définir la convergence de F vers A lorsque
t->al(h).

On dira que F converge en probabilité vers A — ou encore que A est
la limite aléatoire de F — lorsque ¢—a, si, & tout couple de nombres
positifs ¢, =, on peut faire correspondre un nombre positif A(z, 4) tel que
Vinégalité :

‘ t—a ‘ <)‘(€7"1)

entraine :
Prob [ | F(f, &) — A(8) | 2] <.

On dira que F(¢, 8) converge vers A(&) en moyenne quadratique si le
carré moyen [F(f,8) — A(8)]® tend vers zéro lorsque > a.

Enfin, on dira que F(¢, &) converge vers A(&) de fagon presque stire
si la convergence a licu sur toute épreuve & sauf, peut-tire, sur un
ensemble d’épkeuves correspondant & une probahilité totale nulle.

La convergence en moyenre quadratique — ou la convergence presque
stire — entrainent la convergence en probabilité. La réciproque n’est pas
vraie. Il importe de remarquer que, du point de vue du physicien, la
convergence la plus intéressante est souvent la troisicme. Une épreuve
correspond & « une expé'rience » réalisable parmi tant d’autres et, ce qui
intéresse le physicien, c’est de savoir §’il y a convergence au sens de
Panalyse, pour les valeurs que lui fournit 'expérience effectivement
réalisée. Aux différentes formes de convergence correspondent différentes
définitions de la continuité, de la dérivation, de I'intégration. Les notions
de continuité aléatoire, de conlinuité en moyenne quadratique et de conti-
nuité presque sire se définissent d’elles-mémes. Pe méme pour la dériva-
tion et l'intégration.

Une classe importante de fonctions aléatoires est constituée par celles
dont les propriétés statistiques sont invariantes pour tout déplacement de
lorigine des temps. On les appelle des fonctions aléatoires siation-
naires. Elles interviennent dans I'étude des phénoménes statistiques qui
possédent certaines propriélés de permanence. C'est en particulier le cas
des fonctions aléatoires x(f, €) qui nous intéressent icl.

On peut chercher & décrire le comportement de a(¢, €) de facon globale
et approximative au moyen de quelques valeurs typiques ; cela conduit
tout naturellement & introduire des valeurs moyennes. Ce mot peut
préter & équivoque. Pour une certaine valeur de ¢, nous appellerons
moyenne x(/) de la variable aléatoire x(f, &), I'espérance mathématique
associée a cette variable aléatoire ; d’ailleurs, 4 cause du caractére station-

(!) Voir M. Fricaer. Recherches théoriques modernes sur la théorie des
Probabilités, 4. Divers modes de convergence d’une suite de variables
aléatoires, 158.
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naire de x(¢, 8), cette moyenne sera indépendante de ¢ et pourra étre
notée x; nous introduirons, par ailleurs, des expressions du type

% f "x(t, &)dt calculées, au cours du temps, sur une épreuve déterminée.
0

Si, lorsque T tend vers V'infini, cette expression ¢onverge (4 un certain
sens) vers une limite, nous dirons que cette limite est la moyenne tempo-
relle de x. La plupart des auteurs qui se sont intéressés a l'effet de
grenaille posent implicitement I'identité des moyennes et des moyennes
temporelles ; nous donnerons une démonstration rigoureuse de cette affir-
mation a priori et, dans le paragraphe actuel, nous admettrons cette
identité pour exposer certains résultats élémentaires.

La plupart des (ravaux sur Peffet de grenaille portent sur I'étude des
moyennes du second ordre. C’est ce que nous appellerons I'étude du
second ordre. Les résultats e<senticls de celte étude sont contenus dans
des articles de MM. Courtines (!) et Bernamont (2). Ces auteurs se sont
placés au point de vue physique. Cerlains de leurs résultats doivent étre
rapprochés de ceux établis par Khintchine (*) dans un travail purement
mathématique. On peut résumer I'étude du second ordre de la fagon
suivante :

a) Toutes les propriétés du second ordre sont sous la dépendance de la
fonction de correlation ; considérons, pour simplifier, X(¢) = x(f) — x;
la fonction de corrélation, souvent représentée par m, est la moyenne
X($)X({ + 0) (a cause du caractére stationnaire, cette moyenne ne dépend
que de 0).

Si on fait 6 = o, la valeur correspondante de la {fonction de corrélation
redonne le carré moyen X?; de plus, si on connait la fonction de corré-
lation XX, associée & x (£), on peut calculer aisément la fonction de corré-

3

lation YY, associée & Y () ou Y(¢) est la réponse fournie par un amplifi-
cateur linéaire & X(¢). Si cet amplificateur est caractérisé par une réponse

Ry(f) & un choc unité, recu a Pinstant ¢ = o0, on a, en effet, sous des
conditions tres générales -

Y, = f T XX R ()R 4 0 — 8)dddb. (10)

—x

D’ailleurs, la fonction de corrélation associée & X(¢) est donnée par la
relation :

XX = [ geRy(p + ORy(p)dp. (1)

Ce qui précéde suffit pour calculer le carré moyen en un point quelconque
d’un dispositif linéaire.

(!) Countines. Cungrés int. d’électririté, 1 (1932), Paris, 545.

(2) Ber~asont. Ann. de Physique, T (1937), 84.

(*) Kuminteuine. Korrelationstheorie des Stationaren stochastischen Pro-
zesse. Math. Annalen, 109 (1934), 604.
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b) D’aprés un théoréme de Khintchine (et aussi d’aprés un résultat
établi par Bernamont), la fonction de corrélation XX, peut se mettre
sous la forme :

XX, = ﬂw cos 2mvBdF(v) (r2)

ot J(v) a toutes les propriétés d’une fonction de répartition a I'exception
de J(+ o) =+ 1 qui doit étre remplacé par F(+ )= X2. Les pro-
priétés du second ordre de X(#) peuvent aussi bien étre décrites par la
fonction spectrale J(v) que par la fonction de corrélation. Il est alors essen-
tiel deremarquer que v n’est pas une simple variable d’intégration, mais a
une signification physique essentielle : v est une fréquence (!). Dans le
cas de leffet de grenaille, §(v) posséde une dérivée que l'on représente,
en général, par X_f, et que l'on appelle la composante spectrale d’inten-
sité associée & X(f). La connaissance de ii-redonne le carré moyen par la
relation :

X ) Xidv. (13)

3

Si X(t) est appliqué & un amplificateur de gain gs(v) et si Y({) est la
réponse de cet amplificateur & X(¢), on a la formule de passage trés
simple :

Y; = giXi. (14)

Il suffit d’ajouter que X(¢) (réponse d’un amplificateur de gain g(v) a I'effet
de grenaille du courant I) a, pour composante s} ¢ trale d'intensité :

X, = 2q%0g%(v). (15)

Ce qui précéde fournit deux voies paralléles pour I'étude du second ordre ;
on emploiera 'une ou l'autre selon le procédé utilisé pour définir 'ampli-
ficateur.

L’étude du second ordre ne suffit pas aux problémes posés par la prati-
que. En particulier, injectons x(¢) dans un détecteur quadratique. On aura
4 considérer la tension :

y(t) = x(t) (16)

et son étude du second ordre réclamera la connaissance de x*(¢).x*({ 4 0)
qui est une moyenne du 4® ordre. Une étude des fluctuations dans les

(1) La nature physique de v est naturellement mise en lumiére dans les
travaux des physiciens, mais leurs raisonnements manquent souvent de
rigueur. Par contre, les travaux purement mathématiques n’insistent pas
assez, & notre avis, sur ce point capital. On peut conserver la signification
physique et avoir des raisonnements rigoureux en opérant d’une fagon
analogue & ce qui sera indiqué aux pages 28 et suivantes.
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détecteurs, a été faite par M. K. Friinz (1), mais cet auteur, par 'emploi
a priori de lois de répartitions de Laplace Gauss, a restreint la portée de
son travail au cas ou la densité est infiniment grande. D’autre part,
M. S. O. Rice vient de publier une trés intéressante analyse des fluctua-
tions dans les circuits électriques qui contient un certain nombre de points
communs avec le présent travail (3).

Nous donnons ici une étude mathématique des propriétés des fonctions
aléatoires x(Z, &); elle fournit une solution & la plupart des problémes
posés par l'électrotechnique. Par ailleurs, elle comporte une illustration
concréte des propriétés connues des fonctions aléatoires stationnaires; un
certain nombre de théorémes purement mathématiques concernant ces
fonctions ont été précisés.

Quil me soit permis d’exprimer ici ma profonde gratitude a
MM. G. Darmois et M. Fréchet, Professeurs & la Faculté des Sciences de
Paris, pour les précieux conseils qu’ils m’ont donnés et pour lintérét
qu’ils ont porté & ce travail. C’est pour moi un plaisir de remercier
M. Valiron, Professeur 4 la Faculté des Sciences de Paris, de la bienveil-
lance qu’il m’a témoignée. Je suis heureux d’exprimer ma reconnaissance &
M. R. Fortet, Maitre de Conférences & la Faculté des Sciences de Caen,
pour l'aide efficace qu’il n’a cessé de m’apporter au cours de I’évolution de
ces recherches.

(1) Franz. Electrische Nachrichten Technik, 17 (1940), 215; 19 (1942), 167.
— Hochfrequens Technik, 57 (1941), 146.
(2) S.O. Ruce. Bell System Technical Journal (juillet 1944).



PREMIERE PARTIE

PROBLEME FONDAMENTAL.
ETUDE DE LA TRANSMISSION
DE L’EFFET DE GRENAILLE PUR

PAR UN AMPLIFICATEUR LINEAIRE ©

Il importe de préciser trés nettement le genre « d’expérience » que l'on
envisage.

J’adopte, pour I'instant, le point de vue suivant :

1) les chocs existent depuis { = — o0 ;

2) l'amplificateur n’est soumis aux chocs qu’a partir de l'instant ¢ =1#,.
On peut dire, sil'on veut, que « 'expérience » commence en #,.

Dans ces conditions, la tension est représentée par la fonction aléatoire :

Za(t) = g PRt — 5)- (17)

Les indices A, et ¢, concrétisent le fait que 'on ne fait intervenir que les
chocs postérieurs & #,. Naturellement, par suite des propriétés de Ry(t), les
chocs postérieurs & ¢ s’éliminent du résultat; en définitive, on ne tient
compte que des chocs peuplant U'intervalle fini #of.

I. — ETUDE DE x4(f).

On a vu que R;(f) estcontinu et dérivable sauf, peut-étre, pour f =o;1il
s’ensuit que, pour une épreuve bien déterminée, la fonction du temps
Zao(f) est continue et dérivable partout, sauf pour les valeurs de ¢ qui
coincident avec les instants ou ont lieu les chocs. D’ailleurs, la probabilité

pour qu’un choc ait lieu exactement 4 un instant précis ¢ est nulle. D’ou
le théoréme :

THEOREME 1. — t, elant un instant quelconque, x,(t) est presque
surement conlinu et dérivable en t.
On établit également :

(*) Voir A. Buanc-Larierre. Gomptes rendus, 217 (1943), 73 et 218 (1944), 924.
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THEOREME 1. — x,(t) est presque surement intégrable sur tout inter-
valle fini tits[ty < t; < 8,].

Pour étudier la fonction aléatoire x,(f), je vais traiter le probléme
suivant : &, &, ... tx élant un nombre quelconque, mais fini, d’instants
postérieurs a t, quelle est la fonction de répartition associée aux k
variables lides : x(t;), x(ta) ... x(tz)?

Il sera commode de supposer le temps divisé en cellules égales, consé-
cutives, d’amplitude com-

mune Q. Ces cellules seront Ao A Ay Ay
numérotées & partir de A, t, ot
(fig. 1).

La cellule Q; aura, pour

- v )
origine, l'instant «; et, pour g w0y lwn

extrémité, l'instant w;,,; je 8o € Qzl

désignerai par n; le nombre F16. 1.

de chocs peuplant la cel-

lule Q;; ... n;, n,4, ... sont des variables aléatoires indépendantes;

s; désignera maintenant l'abscisse d’un quelconque des n; chocs peu-
plant Q;.

Je définirai la fonction de répartition cherchée par la fonction caracté-
rislique associée : '

‘;)Ao[ui, Uy ... uK] —_— ei[ui‘rAnU”'{"ui“’v_w“i)‘}'--']

Pour ne pas compliquer I'écriture, je me bornerai, parfois,a K =2; il
suffit de savoir que les résultats sont valables pour K quelconque mais fini.

A, étant fixé et 2 étant donné, on peul attribuer arbitrairement les n,
chocs de la case Q; & U'instant w, origine de la case. Cela modifie évidem-
ment les variables aléatoires (1) et xa,(fs) et leur substituera x, o(¢)
et 'TAO,_(z(tZ)‘

Soit @, , la nouvelle fonction caractéristique.
0y

THEOREME I1I. — Si Q lend vers o, la convergence simultanée de
x,, olt) et de xAmQ(tg) vers T,(l1) et xTao(le) respectivement est presque
sure.

La démonstration du théoréme III fait appel au lemme suivant :

LEMME. — t, étant fixé, l'intervalle t, — Q, {, 4+ Q contient un nombre
de chocs qui, lorsque @ - o, converge vers zéro avec la probabilité 1.

I suffit de faire la démonstration pour l'intervalle #, ; + Q. Soit une
suite de valeurs décroissantes, tendant vers zéro : Q[, Q,, .... @ ... Soit E,
I'événement consistant dans le fait que lintervalle ¢, ¢ + Q, est vide
et E I'événement consistant dans la réalisation d’un au moins des événe-
ments E,. Pour que le nombre n de chocs considérés tende vers o, il suffit
que I'événement K se réalise. On a :

Prob[n —>o]2>ProbE.
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D’autre part, la suite des événements E, formant une suite ascendante (*),
ona:

ProbE= lim Prob E,= lim e‘f’ﬂ; =1 (18)
p—)oo fl;,:o

ce qui démontre le lemme.

Soit maintenant la division en cellules Q,; en général, #; ne coincide
pas avec un point v, ; mais on étend immédiatement le résultat du lemme
au nombre de chocs peuplant la cellule Q(#;), qui contient ¢, et qui est
une cellule Q,.

Cela étant, on distinguera dans x,(f,) et dans x, q(#:) deux parties :

a) la contribution des chocs peuplant Q(¢;). Leur nombre « tend vers o,
pour @ — o, avec la probabilité 1 et chacun d’eux apporte une contribution
bornée par gMs ;

b) la contribution des chocs compris entre 7, et ¢, et extérieurs a Q(#,).
Leur nombre est borné sur chaque épreuve et chacun d’eux apporte &
Zao(ty) — x, olt:) une contribution qui est, en module, inférieure a
gQMpg'. La conclusion du théoréme III s’obtient alors immédiatement.

On déduit du théoréme III les deux corollaires suivants :

COROLLAIRE 1. — Si Q tend vers o, les deux variables aléatoires
x, olti) et x, (f:) convergent en « probabilité » respectivement vers
Zao(ly) et xa(a).

COROLLAIRE II. — S8iQ tend vers o (Ao étant fixé) @, o tend vers ®,,
>
et celte convergence est uniforme dans tout domaine fini des
wy, llz[- l uy | éUo el I Us l éUo]
Pour calculer @,,, on peut donc commencer par calculer D, 0 puis, faire
tendre Q vers zéro :

*PM,Q[u,, Us ]: e’ § g, Qlt)+uezy, )+ ; (19)

d’ailleurs :

z,, olt) = Y qnR(ti—w)) (20)

la sommation étant étendue & toutes les cellules comprises entre A, et A,
(en nombre fini).

Posons :

= Yiumx,, ot

k

(!) M. Frkcrer. Recherches théoriques modernes,sur la théorie des probabi-
lités, Gauthier-Villars, Paris, p. 24.
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on pourra écrire :
S A N . —_ —
'= ZF/ avec = kaqRi(tk — wy)n, =v(w,)t,=y,n,
PN k

En vertu de 'indépendance des n,, on a :

el —=.. el.elir
d’ou :
®0=1y®, o
ou :
d o —=elv
Ag,Q; — .

11, représente le produit de tous les ® 1, qul, pour A, et A, fixés,
comporte un nombre fini de termes.

Posons :
qf 0, Q= L¢AO, et lIIAa,QJ = L¢Ag,ﬂ’
il vient :
LFAO,Q = EWAO,QJ'
j
Calculons donc ¢, o, et LW
YJ"J( )"1 —n Y=
— el — e’ n)7e ~ __ g—nge’n
Py =0"" Z Tt e e
n =0
n T 1
Vo, =L, =T+ VATl + G ] (D)
avec :
n= pQ.
On a donc :
v 7,
Vo= PQZ[Y] +57 + ... (32)
7

or, il existe une borne de |y, | indépendante de w, et des u; (dans le
domaine | u | <<U); c'est | v, | << KMpUog.

La série sous le signe somme est donc uniformément convergente par
N (7KMy, Ul

rapport & o,, @y, i, ... puisqu’elle est majorée par > ——

On peut donc écrire :
IFAO,Q=99%EYJ+;'TZY;+%EY§+ g (23)
J

'V"
Les £ portent sur lintervalle AjAx fini, chaque terme pﬂzfr est

(gEMg, Uoj2 L.
majoré par p(fx — ) ———[———; la nouvelle série est convergente et ne
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dépend pas de Q; on peut faire tendre Q vers zéro et remplacer les X par
des intégrales ; on obtient :

limﬂ_)o‘Ion,sz[/ZKy(w])dw, + % ﬁ:Kyzdwj + ]

THEOREME IV. — La fonction caractéristiques®,[uy, us, ... ug] est
donnée par la série suivante :

v, =L&,,=p I:/t‘:ac v(w,)dws + ?ll_ ‘/;:“dew + ] (24)

avec @

~

Yoo = DiusgRa(ts —wy). (25)

k
La substitution de + o0 4 #; comme limite d’intégration est légitime
parce que R (¢)==0 pour ¢ <Co. Cette série peut étre considérée comme
une série multiple en uy, s, ... uy ; elle est absolument convergente dans
tout domaine fini des variables U, il en est de méme de ¢, on peut écrire :

N ay,,q a . ,
byluy, g,y . ux | =¥ + }..aa',agmzKuiiu?* .. UFK| @y, s ... ox entiers].  (26)

Si les moyennes x!({y), xi(te) ... xzf(tl\) existent, elles se relient de
fagon simple aux a,, g Mais que peut-on dire de leur existence ?

Si ol se borne & la loi ®,,(us) & une variable, on peut déduire immé-
diatement 'existence des moments du fait que la série ®,,(a) a un rayon
de convergence positif (*). Le cas ol 'on considére une loi & plusieurs

variables s’y raméne aisément. Considérons le moment x*(¢,) . x™(#,) pour
fixer les idées. Pour prouver son existence, il suffit de prouver celle de

[ ™(#) | | «*(f2) | . 1L est facile de montrer, en utilisant I'inégalité de

Schwartz que celle-ci est assurée si les moments | 2(Z,) P* el | x(t) '*
existent ; cela résulte de ce qui a été dit relativement & la loi & une variable.

On peut d’ailleurs établir directement l'existence des moments.

En résumé, dans cette premiére partie, J’ai calculé la fonction caracté-
ristique associée au groupe des variables liées xy,(£1), Tao(ta) ... Zao(fy).
Jai, par ailleurs, montré que les moments relatifs & ce groupe de varia-
bles aléaloires existaient tous.

On voit immédiatement que Pexpression de ®,.(u;, 4s ... ux) ne dépend

pas uniquement des ditférences ¢, —t, &5 — 22, ... mais dépend eflective-
ment des valeurs ¢,, ¢, ... #x. Je dirai qu'une fonction aléatoire est sta-

tionnaire au sens strict si, quel que soit K supposé fini, la fonction de
répartition F g x(t + 9), x(ts + 8), ....x(fc+ 8) } relative aux K variables

(1) Forrter. Bulletin des Sciences mathématiques (2], 68 (juillet-aodt 1944).
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aléatoires liées (¢ + 0), ... x(fx + 0) est indépendante de 0, quelles que
soient les valeurs #y, #,, ... #x fixées une fois pour toutes. Je dirai qu’une
fonction aléatoire (f)¢ est stationnaire d'ordre p si tous les moments

x*(t) . x*(ts) ... x*(t,) d’ordre ay + a3 + ... @, < p sont invariants si on
substitue £, + 0, t, 4+ 06, ... & &, & ...

La fonction aléatoire x,(t) n’est donc pas une fonction aléatoire
stationnaire.

II. — INTRODUCTION D’UNE FONCTION ALEATOIRE STATIONNAIRE.

On a vu que la fonction aléatoire x,,(f) n’était pas stationnaire ; elle a
'inconvénient de dépendre de la valeur de #,, ce qui 'empéche d’avoir une
signification absolue. On peut chercher & s’affranchir de cela en faisant
tendre £, vers — oo .

Dans ces conditions, xa,(f) converge-t-il vers une limite ?

a) TotoriME V

St ty tend vers —oo, xs,(f) converge presque sdrement vers une
limite.
Démonstration : On a :

+00
Za(t) =g Y Ri(t —3)).

,;
0
Il suffit de montrer que qZR,(l——s]) |ou ¢, est une valeur aussi anté-

)

rieure que 'on veut par rapport & ¢ mais fixée une fois pour toutes]
converge, lorsque ¢, tend vers moins Vinfini. On peut choisir  — ¢, assez
grand pour que, pour tout s,<¢, on ait :

| Ry(t—s,) | << Ce—(—s1)e,

Supposons 'axe des temps divisé en cellules d’étendue Q (fig. 2).

to oy boy O 0y

s 4 ! +

f—t —
LWy, W3 Wy Wy Wy

Fig. 2.

On a évidemment :

’ l/ c(',

‘o 0
| g Rue—5) | < g X [ Ralt—s) | < g YCe—lt=5e.
f b t
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Soit n, le nombre de chocs de la case Q,(w,., w,) on majore encore
par gn,Ce{F—orle,

Posons :
X, = qnmCe-(’”“’m)
et:
Y, =X+ X+ ... X;.
Ona:
Y, = gCe— =% [ny + n,e™2 4 ... n,g P,
Dou ¥

Y, < gCe—lt—wly

1—6

ou n est le nombre moyen de chocs contenus dans un intervalle Q. La pro-
babilité pour que Pon ait Y, > A est donc bornée par :

n

Prob g Y, >A } < —;— qu““"“’”)

= (27)
1—e

Soit E, I’événement counsistant dans la réalisation de Y, > A ; 'événe-
ment E, implique E,,,; la probabilité de réaliser I'un au moins des événe-~
ments E;, c’est-d-dire la probabilité d’avoir, 4 partir d’un certain rang,
Y, > A est donnée par :

ProbE, = lim Pr E, (!).

p>wo
On a donc :
"
o

Prob E, < ';i“ qu—(l"""’) -

f —

(28)

La probabilité de réaliser, quel que soit A, & partir d’un certain rang,
la relation Y, > A est inférieure & la probabilité de la réaliser pour
« une » valeur quelconque de A ; elle est donc inférieure & toute valeur

—(f—,) n .
1 —e T
Labilité de divergence de Y, est nulle.

Ce raisonnement est valable pour une valeur de ¢ quelconque. D’ailleurs
Iexistence, avec la probabilité 1, de la limite x(¢) entraine, avec la méme
probabilité, I'existence de la limite x(#') pour toutes les valeurs de ¢' supé-
rieures 4 f. Sauf sur un ensemble d’épreuves, correspondant & une proba-

bilité totale nulle, on définit donc ainsi une fonction aléatoire xz(¢).

prise par l'expression %—qu ellg est donc nulle. La pro-

(!) M. Fricuer. Recherches théoriques modernes sur la théorie des probabi-
lités, Gauthier-Villars, Paris, 24.
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b) CoNTINUITE ET DERIVABILITE DE 2(f).
On peut toujours poser, si x(f) existe :
Z(l) = 25(t) 4 824,(F).

Supposons que ¢ soit compris dans un intervalle #,, 5 (£, <t <t<t#s).
On peut choisir la majorante gXn,Ce™!!=“?) de fagon a ce qu'elle soit
valable, quel que soit ¢ pris dans ¢,, ¢, ; il suffira de prendre :

gin,Ce—i—un),

Il s’ensuit que, pour une épreuve ou x,,(¢) tend vers une limite lorsque
fo > — o0, 8x4,(f) converge vers o uniformément par rapport & {. D’ail-
leurs @,(f) est une fonction continue dans tout intervalle ne contenant pas
de choc. Si ¢4, ¢ est un tel intervalle, la continuité de a,,(¢) et I'uniformité
de la convergence entrainent la continuité de x(f) sur #,f,.

La propriété de convergence uniforme s’applique aussi & ’IZ %I? (t—s,),

dR, ., s \
chaque terme ¢ 7 esl intégrable sur £, 7,. On peut donc intégrer terme &

lerme sur ¢y, /5 ; il est facile de voir que le résultat de I'intégration sur
lintervalle ¢, #.est x(¢f) — x(t;). Cela prouve que x(f) est dérivable
sur &y, £&y.

La fonction x(¢) est donc presque partout continue et dérivable (cela
n’est en défaut qu'aux instants de chocs).

On peut énoncer ce résultat sous la forme :

THEOREME VI. — t, étant un instant quelconque, x(t) est presque
surement continu et dérivable en t;.

La limite de @,,(/) est uue fonction aléatoire a(f) (définie sur chaque
épreuve sauf peut-étre sur un ensemble de probabilité totale nulle). La
convergence presque certaine de x,(f) vers x(f) suffit & entrainer la
convergence eh probabilité de x,,(¢) vers a(f) qui, elle-méme, suffit a
entrainer la convergence de P, (u, ., ..., ux) vers ®luy, u,, ..., ug] o
@4, et ¢ sont les fonclions caracléristiques associées a x,,(1) et x(t).

D'ou le théoréme suivant :

THEOREME VII.— La fonction caracléristique associée a la variable
aléatoire x(t) est donnée par la relation :

L =W= lim W,,=p g f+w«{(wj)dw, + ;i' f+wyz(w])dw,'+ <ot (a9)
ly=>—x —» L -

En raisonnant sur ® comme cela a été fait sur ®,,, on peut montrer que
tous les moments correspondants existent; ils sont, dés lors, reliés aux
coefficients du développement de ®[ay, us, ..., ux' en série entiére en
1, uy, ..., uy par les relations habituelles.

BLANC-LAPIERRE, 2
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11 est facile d’en déduire que les moments de x(¢) sont les limites lors-
que £, tend vers —co des moments correspondants de x,(?).

Si au lieu de considérer les instants ¢, &, ... g, on considére les
instants #,40, £+8, ... &x+0, les termes figurant dans I’équation (29)
restent inchangés. Cela démontre le caractére stationnaire de a(f).

THEOREME VIII. — x(t) est une fonction aléatoire stationnaire au
sens strict.

RemarQues. — 1° On a vu que x(f) est continu prés d’une valeur £ =¢,,
avec la probabilité 1. On peut montrer directement qu’il y a continuité
en moyenne quadratique. Cela résulte des relations suivantes qui se
déduisent de fagon évidente des résultats acquis :

A? =Tw(ts + Af) — a(tr) P = 2{a® — x()).=(t + At))
= 2q% [ L +: Ri(t)dt — fj: Ry(t)Ry( + At)dt].

2° Continuité de la fonction de répartition F(x) de la variable
aléatoire x(1) (f fixe). — a) Considérons .r,(f) ;- supposons que l'inter-
valle #,¢ ne contienne aucun choc. On a alors sirement .£x,(¢f) = 0. Si on
se borne aux épreuves pour lesquelles ¢ ne contient aucun choc et si on
considére la fonction de répartition de x,,(¢) sur ce sous-ensemble
d’épreuves, cette fonction de réparlition a, en & = o, une disconlinuité
de premiére espéce égale & 'unité [Voir fig. 3a).

F Ryt

F=0

1

x 0, 6 t
Fie. 3a. Fia. 36. Fic. 3c.

Supposons que ¢/ contienne n chocs (n 7 0). On a :

Tailt) = D qRu(t—s)) ;
7=1
les variables s, sont indépendantes et la probabilité pour que l'on aii :
At

£<s, <t 4 AF est —
{0

Faisons Uhypothése que, quel que soit t, fixé, la fonctionde réparti-
tion de la variable aléatoire Ry(t — s,) est continue. Cette hypothése
peut se trouver en défaut pour certaines fonctions R,(#) satisfaisant aux
conditions élargies ; c’est, par exemple, le cas de la fonction R,(¢) repré-
sentée par la figure 36 et pour laquelle la fonction de répartition est
schématisée par 3c.
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Mais, cette hypothése est satisfaite dans le cas d’une réponse exponen-
n

tielle (1). 2a,(f) :293,(t —S$,) qui est une somme de n variables aléa-
1

toires indépendantes et a fonction F continue a aussi une fonction de
répartition continue.
b) A, étant fixé de fagon quelconque, si on suppose que fy/ ne contient
as O chocs la fonction de répartition de a@y,(f) est continue; en effet,
v étant un nombre positif quelconque donné & I'avance on peut trouver &
tel que, pour une valeur de @ donnée, on at :

Prob[ | zy(f) —a | <] <m.

On choisira N tel que la probabilité pour que ¢ contienne plus de N
chocs soit inférieure & /2. Dans chacune des N éventualités 0o <<rn< N, on
peut trouver ¢, o tel que la probabilité conditionnelle (liée & cette éven-
tualité) d’avoir | @ {f) — a | <, soit /2N ; pour e on prendra le plus
petit des e,.

¢) Toujours dans I'éventualité n 5= o, .£(f) a une fonction de répartition
continue. C’est, en effet, la somme de deux variables aléatoires indépen-
dantes 8.5,(f) et x,,(¢) dont 'une x,,(f) a une fonction de répartition
continue.

d) Quel que soit 4 on peut, @ étant donné, trouver = lel que l'on ait :

Prob| | x(t) —a | <e]<<Tm.

On choisira, pour le démontrer, ¢, assez négatif pour que la probabilité,
pour que £,¢ contienne O choc, soit inférieure & 0/2 el ¢ sera déterminé
par la condition :

Prob | | a(t) —a | <] < ja.

¢) Dans le cas d’une fonction R,(#) du type représenté par 34, il était
bien évident que F(x) n’était pas continu ; il y a, en effet, concentrée
en x=—o0, une masse finie égale a e—*% (probabilité pour que linter-
valle — 8, < #< o ne contienne pas de choc).

3° La fonction caractéristique associée & 3a(Z) est donnée par :

)

Lo { 8224,(2) g-_— e [f_t(; (w,)dw, + ';'IT L[_w vH(w))do,; + ] (30)

(!) En effet, dans un intervalle fini, #; —Z, ZAae%‘t se décompose en un

a
nombre fini d’arcs continus sur chacun desquels la fonction est monotone;
: . . P t .
sinon, il y auraiv un nombre infini de o pour Z%Aae% donc au moins un

xX
point d’accumulation et 4 cause de la continuité de R(/) et de toutes ses déri-
, . . diR . . N .
vees en ce point on auralt—gt—i—zo quel que sott n, ce qui entraipnerailt
dR
ET

N

0.



DEUXIEME PARTIE

MOYENNES TEMPORELLES.

I. — INTERET PHYSIQUE.

La détermination expérimentale d'une moyenne ne saurait étre envi-
sagée. Pour en avoir une valeur approchée, on devrait rassembler un trés
grand nombre d’appareils, macroscopiquement identiques, et les observer
simultanément. Par contre, l'étude des moyennes tcmporelles peut se
faire commodément sur un enregistrement au cours du temps, qui ne
réclame qu'un seul appareil. Il est du plus haut intérét physique de voir
dans quelle mesure U'étude des moyennes temporelles conduit & la déter-

mination des moyennes stalistiques. Cette

Y question se pose pour la fonction aléatoire x(?)

ou pour des fonctions du type f|x(#)] qui

représentent la réponse du détecteur de

caractéristique y = f(«) a x(f). Lorsqu’on

utilise un tube électronique comme détecteur,

= on fait intervenir les parties non linéaires de

Fia. 4. sa caractéristique. Qualitativement, la caracté-

ristique y = y(«) a la forme représentée par

la figure 4. Nous supposons donc que y(x) satisfait aux hypothéses sui-

vantes : y posséde une dérivée, quel que soit x, et il existe une

Ay

dx |’

Nous étendrons d’ailleurs les résultats obtenus & des fonctions y == y(x)
débordant ce cadre.

borne uniforme m, de | y | et une borne uniforme m, del

IL. — LIMITE DE — /;Ty[m(t)}dt POUR T=w (')

A. — PERMUTATION DES SYMBOLES DE MOYENNES ET D INTEGRATION.

Soit_fig(¢) une fonction aléatoire définie, pour toutes les valeurs réelles
de ¢, sur chaque épreuve.éi de l’ensemble-}i)' soit l'intervalle @, b [a << b|;

(*) A. Buanc-Larierne. Comptes rendus, 218 (1944), 985.
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. .. b— , .
n étant un entier p0s1t1f, posons 8= 4 et demgnons par Z la somme

n,6
riemannienne :

p=n—1

2= X 8. fela+ ph). (31)

n,& p=o

E est une variable aléatoire. S’1l existe une variable aléatoire S & telle
n,6
que Z converge, vers Sg, en moyenne quadratique, lorsque n—>o0 , nous

n,6 .
dirons que Sg est I'intégrale en moyenne quadratique de fg(t) sur ab et
nous écrirons :

Se = f hfé.,(t)dt‘ (32)

1HEOREME 18. — Si f*(t) existe et est borné uniformément sur ab,
el s1 Sg existe, alors :

5=/ Foa e = [ oo, (3

Demonstration : L'existence de /%) borné uniformément entraine

celle de | f(¢) | et de | f(£) | | /(') | et leur assigne des bornes de sorte
(ue les intégrales :

ﬁ bf(—t)dt et f ' f bmdtdt'

existent. L’existence de bornes uniformes pour | f(¢) | et | f(¢) | | A(¢) |

permet de démontrer que EH, zl et 2 existent et sont bornés en
né n,& né
module uniformément par rapport a n. On déduit de la relation :

. — =, < 5.
S =% 4 (S,—%,) S Tl a4 S kg

\“ i 1> >

lexistence de S et de S?; natur‘elxlement, ces moyennes ne dépendent pas
de n,

Si on considére maintenant le groupe des relations :
S=5,4+{8 -5, et S=% 4+ (S—I,)+25,.(8—3%,)

’ . :
on établit, sans peine, que :

S=lim &, = /‘7(7)(11 o S=lim T = f ’ f "oy Fi)dtde.
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Le théoréme IX est applicable aux fonctions aléatoires y g x(t) g; je
rappelle que nous supposons essentiellement que |y |a une borne

. d, .
aniforme m, ef que [%l a une borne uniforme my.

Démonstration : y*(f) est bien borné puisque | y(f) | <m,. D’autre
part, y(¢) est continue sur ab sauf aux points ou il y a des chocs ; par suite,

b
I'intégrale S = f y(t)dt (au sens de l’analyse) existe presque sirement.

1l reste & montrer qu’elle satisfait & la condition :

lim [S—%, gk=o. (34)

Nn—oo

A, étant un point de I'axe des temps, d’abscisse {, trés négative, posons :
x(t)=r,(t) + dzas(t) (35)

ou x,,(f) estla contribution & x(¢) des chocs postérieurs & #; et dx,,(Z) celle
des chocs antérieurs a ¢,.

On a y(t) = y[x(¢)]. Nous poserons :

Yao(t) =ylxalt)] et 8y aol) = Y(t) — Y aol?)-

On voit immédiatement que | 8y.,(£) | <<my, | d2al() | -
Posons :

p=n—4

b
SAo == '/; yAn(t)dt et DAO == SAD_ 1;@ 8 X .’/Ao(a +P8)' (36)

D,, se décompose en n contributions apportées respectivement par les
intervalles @ + (p — 1)3, a + pd.
Soit K le nombre de chocs existant entre A, et b; on montre que 'on a :

| Dao | £2m,K.8 + (b — a)K.8.My'. 1y (37)

ot Mz’ est la borne supérieure de i;% valable pour #5£ o.

On a donc :
[ D, E<[2my + (b —a)My m, PK2.82. (38)
La relation (34) est donc vraie pour D,, et cela quel que soit A, fixé ; on

étend le résultat 4 S, en remarquant que 8x,,(f) peut &tre majoré par une

variable aléatoire Ax,,(1) = Z Ce 1“%]; cette majoration valant pour
8,<¢
tout £ > a de sorte que l'on a :

n—i

(s = X) — 180 — Xp.gua+ 08) [< am,{b—alszaia)  (30)
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d’ou :
(S—2) <D} 4 hmi[b—aPAx (a)+ 2 | Da, | - | A, | (@).2my(b—a).

Pour rendre (S—2,)? inférieur 4 ¢, on peut prendre ¢, assez négatif pour
que le terme en A%x,(a) soit inférieur & ¢/2; A, étant fixé, K et K sont
connus et il suffit de prendre & assez petit pour que chacun des deux
autres termes soit inférieur en module & /4.

Les raisonnements qui précédent nous permettront d’effectuer certaines
permutations de symboles d’'intégration et de moyenne qui seront utiles
dans la suite. En faisant hypothése que les fonctions y(¢) sont mesurables
dans I'espace produit abstrait # X &, ces permutations se légitiment par le
théoréme de Fubini (!). Les démonstralions précédentes montrent directe-
ment que la permutation est légitime pour les fonctions aléatoires qui
nous intéressent.

On peut reprendre les démonstrations précédentes et les appliquer, par
exemple 4 y=x, y=a® ou y=| & [P o1 p est un entier positif.

B. — U~ THEOREME ERGODIQUE (%)

1° Le théoréme que je vais établir a une portée qui dépasse le cadre des
fonctions aléatoires y(¢) qui m’intéressent. Je I’établis en faisant abstrac-
tion de ce qui précéde.

Soit U(¢) une fonction aléatoire, stochastiquement continue, définie sur
une catégorie d’épreuves &'. Je suppose que U(?) satisfait aux propriétés
suivantes :

10 U(¢) est mesurable sur ’espace produit abstrait £, &[a < ¢ < b] quels
que soient a et b ; cette hypothése est destinée & permettre 'application du
théoréme de Fubini pour légitimer certaines permutations des symboles de
moyenne et d’intégration. Si celte permutation est légitimée directement,
comme c'est le cas pour les fonctions y(£), on peut ignorer I'hypothése
actuelle.

20 U(Z) est stationnaire d’ordre 2. Nous désignerons par U(¢) sa valeur

moyenne et par U? le carré moyen (U — U)*; soit p(s) le coefficient de
corrélation :

[U(t) — U Ut + 7) — U] = Ulp(v).

(!) Voir par exemple St. Saks. Théorie de l'intégrale Warszawe (1933).
Institut Mathématique Université de Moscou, 262.

(?) Ge théoréme a été aussi obtenu, indépendamment et simultanément,
par M. Brarp. Il a fait I'objet d’une publication commune [Comptes rendus,
220 (1945), p. 134] dont ’élaboration a amené divers perfectionnements a
chacun des travaux initiaux et, en particulier, m’a conduit & améliorer
Pétude de la transformation définie par (50).
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+w
30 Enfin, le coefficient de corrélation p(<) est tel que I'intégrale fi ; p(r)d

existe au sens de Gésaro d’ordre 1 (!).
Dans ces conditions, on peut énoncer le résultat suivant :

THEOREME X. — Si les hypothéses 1°, 2° et 3° sont vérifiées, alors
% ﬂrU(t)dt converge vers ﬁ, lorsque T — o , avec la probabilité 1.
11 suffit de faire la démonstration, dans I'hypothése oa U = o. Nous
désignerons par S(T, &) I'intégrale :
S(T,8) = [RyY (4o)

et par (T, &') le quotient S‘T,l'q&)

; M. Kampé de Fériet (%) a établi le résultat
suivant : « Pour que SYT&',) puisse se mettre sous la forme :
S3(T,&") = UiTy(T) (41)
la fonction y(T) tendant vers une limile finielorsque T tend vers + o,
il faut el il suffit que o(z) soil sommable au sens de Césaro, d’ordre 1.
On peut donc écrire :
_— U
T8 =2 ) (h2)
ol y(T) tend vers une constante finie positive ou nulle pour T = + .
Cela suffit & établir la convergence de 1.(T, &) vers o, en' moyenne quadra-
tique, lorsque T tend vers l'infini. On sait, alors, qu'il existe des suites
Ty, Ty, ..., T, croissant assez vite pour que celte convergence ait lieu avec
la probabilité 1.1l en est ainsi en particulier pour la suite :

T, = n? (n entier positif).

En effet, pour une telle suite, la convergence presque cerlaine annoncée
résulte immédiatement du fait que la série :

S )= o () “3)

est convergente (°).

() Soitlh=ay 4+ as+...@,;si | =lim .'55, i +T+ ... T, | existe, nous
n==00 :

~

dirons que Za,, est sommable au sens de Césaro d’ordre 1 et que sa somme

n=A
(CI) est 1. La définition se transpose aisément d'une série i une intégrale: le
coefficient de corrélation p(v) est sommable au sens de Césaro d’ordre 1 si

+s T .. .
I'intégrale { p(?)[l —L;I]dr tend vers une limite finie lorsque s tend
vers - oo . )
() Kampi pE FérteT. Les fonctions aléatoires homogénes et la théorie de la

turbulence homogéne. Annales de la Société de Bruxelles.[1] 59, 2¢ fascicule
(juillet 1939), 145.

() M. Fricuer. Recherches théoriques modernes sur la théorie des probabi-
lités, 1, livre ler, 238.



MOYENNES TEMPORELLES ab

Nous allons maintenant élendre le résultat au cas on T tend vers
linfini de fagon quelconque. Désignons par 1(T) le plus grand entier
positif tel que :

T T,
ona:

S(r,8) = | MU, @)de + i Ut €. (k)

D’ailleurs, si 8/%*T) tend vers o, il en sera de méme pour S/T ; il suffit
donc de faire la démonstration pour S/42. On peut écrire :

1 T v n2{r) L T
,ﬁﬂﬂ U(t)a’t——ﬁmj; U(t)a’t+n,(T) fn*(r)U(t)dt' (45)

Le second terme du deuxiéme membre est majoré, en module, par:

Y,==% [ v (46)

On a d’ailleurs :

e (n+1)* a1 , ,
Vo= [0 Oy ) v | dre
fra) Ll by e
__nf”” ‘f"‘ YOO T TO@) | dtdr.

L’application de 'inégalité de Schwartz, donne immédiatement :

,1 < ﬂ« [2n + 11205, (47)

La série Eﬁ qui est équivalente %\Z % est convergente ce qui prouve
que Y, converge fortement vers zéro lorsque n — .

Il découle des résultats précédents que, lorsque T tend vers linfini,
c’est-a-dire, lorsque v tend vers l'infini, on peut, sauf sur un ensemble
d’épreuves correspondant & une probabilité totale nulle, affirmer que
chacun des deux termes du second membre de (45) tend vers zéro, ce qui
établit la convergence annoncée.

2° 11 est inléressant de comparer les résultats apportés par ce theoréme
avec ceux qu'on pourrait déduire des théorémes connus sur les fonctions
aléatoires stationnaires.

Si U(¢,8') est stationnaire au sens strict, on peut lui appliquer le
résultat suivant (1).

(1) Koustocororr Ein vereinfachter Beweis des Birkhoff Khintchineschen
Ergodensatzes. Moscou. Société Mathématique, 44 (1937), 367.
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« Si U] —ow0 <<i<C + oo ] est une sutte de variables aléatoires station-
naires, pour laquelle on suppose que U, est fini, la valeur :

h __Ua 4+ Ugt1 + ... Up—r (48)

@b = b—a

converge, avec la probabilité 1, vers une limite déterminée, lorsque a

est fixé et b - 0. »
p=n

Cet énoncé permet d’affirmer que les sommes du type—ﬂ%EU(p&)
p=0

convergent, avec la probabilité 1, vers une limite lorsque n tend vers + %,
8 étant fixé, Naturellement la limite dont il est question ici peut avoir un
caractére aléatoire.

En supposant, en gros, que U(#) est stationnaire d’ordre 2, c’est-
a-dire, en ignorant tout ce qui concerne autre chose que les moments
d’ordres 1 etz, il existe, d’aprés un résultat connu di & Khintchine (*),

une variable aléatoire X(8') vers laquelle% j; TU(t, &')dt converge en

moyenne quadratique pour T = + o . De plus, Slutsky (%) et Fortet (%)
ont montré que si :
i [Tie=o,

on peut prendre, pour X(&') le nombre certain U.
Ces résultats connus permettent de conclure & la convergence presque

T N .,
stire de—]T—‘/; y(t)dt vers y(¢) pour les fonctions y qui nous intéressent ;

en effet, y(f) est stationnaire au sens strict et il est facile de montrer que
les fonctions aléatoires y satisfont & la condition de Slutsky. Nous nous
sommes efforcés de conclure 4 la convergence forte en n’utilisant que les
moyennes du second ordre et c’est, dans cette voie, que le théoréme X est
intéressant. Il a d’ailleurs un intérét général indépendamment des fonc-
tions y(¢) auxquelles est consacrée cette étude.

3° EXTENSION A D’AUTRES MOYENNES TEMPORELLES. — Nous allons nous
placer & un autre point de vue qui dérive directement de considérations
physiques et qui, par certains ctés, généralise les résultats précédents.

Nous supposons toujours que U(#, &)} satisfait aux hypothéses du

théoréme X (avec _G:O). La conclusion de ce théoréme porte sur la

. . T .
variable aléatoire —'r-!ﬁ U(¢, 8')dt que l'on peut considérer comme la

(*) KnintcmiNe. Korrelations theorie der stationaren stochastischen Pro-
zesse. Math. Annalen, Bd 109 (1934), 604-615.

(%) Svursky. Collogue consacré & la théorie des probabulités, Genéve (1937).
— V. Hermann. Ae. Scient., no 738, 35.

(%) Forter. Sur une suite également répartie. Studia Math., 9.
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valeur, pour ¢ = o, de la fonction aléatoire V(¢, &') qui se déduit de U(¢, &)
par P'opération :

= [Tue.eya=vi,e). (50)

C’est un cas particulier de I'opération linéaire plus générale U, définie
par :

f_ UG, E)M( — 0)ds = V(2,8 51)

Nous serons amenés 4 faire sur M(0) les hypothéses suivantes :

a) M(0) est, sur l'intervalle — o, 4+, continu, borné et absolu-
ment intégrable. L’intégrabilité absolue donne un sens a 'opération défi-
nie par (51) avec une probabilité 1 ;

b) Vintégrale :

f MO =1 (52)

ce qui entraine V=T dans le cas général [ici nous supposons
U=V=o0 (53)];

c) enfin, nous supposerons que M(8) est de la forme a(T)m(8T) ce
qui, a cause de (52), conduit & prendre, a un facteur constant prés,

M()) =+ m (%) =1 m(a). (54)

La fonction m(u) définit une famille de transformations au sein de
laquelle chaque transformation particuliére est caractérisée par sa cons-
tante de temps T.

Les opérations U ont une signification physique évidente. Elles
consistent & prendre des moyennes temporelles portant sur des durées
plus ou moins bien limitées. A chaque instant, en principe, on avantage
dans I'élaboration de la moyenne les valeurs de U(¢, &') pour les instants
voisins, I'influence des instants éloignés étant trés faible.

On obtient l'opération définie par (50) en prenant m(z)=— 1 pour
—1Zugo et m(u)=o partout ailleurs. Si on prend, pour m(u), la
fonction r, introduite & propos d’une famille d’amplificateurs [p. 5],
V(t,&') représente la tension de sortie lorsque U(¢, &) est appliqué a
I'entrée.

L’opération IU étant linéaire, on peut définir son gain g(v) et son
déphasage o(v) pour une fréquence v exactement comme cela se fait pour
un amplificateur [v. p. 5|, en considérant 'effet de I sur sin a=vi.

A cause des hypothéses faites sur M(6), g*(v) est une fonction continue
de v.
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Nous supposerons encore que, pour les grandes valeurs de v, g*(v)
décroit au moins comme 1/v2.

Introduisons la fonction spectrale §(v) associée a U(t, &) ; elle est liée
a la fonction de corrélation UU, par la relation :

U0, = [ cos amds(). (55)

D’ou, sous des conditions trés générales :

= [ [T MM (s — ) TTrdp

<

— fo - g {0” ﬁ “M(p)M(p — %) cos amhdpdh | dF(v) eo
d’ott finalement : '
VI = [ g°0)d0). 57
On avait, d’ailleurs :
T =00,= [ di). (57 bis)

La formule (57 bis) montre que U2(¢) est la somme de contributions
d3¥(v) relatives aux différentes fréquences ; tout se passe comme si les
fréquences agissaient indépendamment les unes des autres ; opération OIU
substitue & d¥(v), g*(v)dJF(v) comme cela est naturel, d’apreés la définition
du gain, et on obtient V2(¢) en faisant la somme des contributions

g dF(v).

g&w)

Fie. 5.

On saisit ainst le sens physique de Uopération N, en ce qui concerne
les fluctuations. Elle avantage certaines fréquences, au détriment
d’autres, parmi les fréquences contribuant & donner le carré moyen U? ; on
ne saurait mieux traduire cet effet qu’en employant le mot de filtre
exactement dans le sens qu’il a en électrotechnique.

Examinons comment varie « l'effet de filtre » associé a chacune des
transformations (Jit),, dérivant d’une méme fonction m(u), lorsque T
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varie. Si on fait varier T, on transforme JIU par une affinité de rapport T
paralléle 4 Yaxe des ¢ et par une affinité de rapport -%— paralléle & I'axe

des M. On en déduit que la courhe g?(v) voit, lorsqu’on passe de 1 & T, ses
abscisses multipliées par 1/T. La figure 5 montre comment on passe
de g?(v) pour T=1 & ¢*(v) pour T = 5.

Le fait d'augmenter la constante de temps rend la transformation U de
plus en plus insensible aux hautes fréquences. Le carré moyen V(o,&')?
décroit, lorsque T croit, parce que ce sont des fréquences de plus en plus
limitées aux trés basses fréquences qui concourent a sa formation.
V2 décroit parce quon ampute, en quelque sorte, U? de plus en plus,
privant son spectre des hautes fréquences. Si on se rapporte 4 la démons-
tration duthéoréme X nous devrons généraliser la relation (42) et montrer
que, sous certaines conditions, V3(o,&'), décroit comme 1/T lorsque T
croit indéfiniment.

Nous remarquons tout de suite que la loi de décroissance de V*(o, &'),
lorsque T croit, dépend uniquement des propriétés de 7(v) aux trés basses
fréquences, c’est-a-dire prés de v==o0. Les proprié{és ergodiques de
U(¢, &) dépendent du comportement de 3(v) au voisinage de Uorigine
y==0. )

Avant d’étendre le théoréme X, nous allons, pour bien fixer les idées,
considérer quelques exemples. Nous désignerons par y(v) le gain associé
a m(u).
ppour —1<uso
opour g <-—10uu>0

m) TR,

sinimy

a) mu)= o

NUES

m

- u v
Fic. 6a.
o pour <0
0=}
) m() ( e“pour u>o
mu), 1A%
1 \ 1
% g

Fi6. 7a. Fic. 7b.
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La transformation (91) consiste alors & lier V a U par la relation diffé-
rentielle :
dv
- +V=U.

Au point de vue technique ce cas est celui d'une cellule de filtrage par
capacité résistance, conformément au schéma ci-dessous [7¢].

——— AV

u \Y

Fie. 7e.

0 pour u < 0 1

[+ mu)— 2 —_—
) ) 4rue ™" pour u>o Y0 =
miv) T
1
v v
Fic. 8a. Fic. 8b.

La transformation JIU consiste alors a lier V et U par la relation diffé-
rentielle :
1 d*V 1 dvV
e tzar +V=U
Au point de vue technique, V peut représenter 'angle de déviation du
miroir d’'un galvanométre a Uamortissement critique dont le cadre
est parcouru par un courant U(¢).

2
d) m(u) =TT Y}(vy=e™.
muw 7o
1
g v

Fie. ga. Fic. gb.
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THEOREME XI. — 81 au voisinage de v=—o, il est possible de treuver
un nombre H tel que lon ait :

[ (1) —Fv) | SH [ vi—va | () (58)

quels que solent vy et v, assez pelits, on peuat affirmer que, lorsque T

tend vers I'in fini, V¥(o&') peut étre majoré par une expression du type
A/T o A est une constante positive.
Désignons en effet le gain correspondant & T=1 par y(v), on a :

Vi(0,6) = ﬁ F(NdF(v) = ﬁ V(1) dF(v) = fo 2 (VT)dF(v)
+w
+ [, yeT)dse).
On peut, dans la premiére intégrale, majorer en utilisant Vinégalité (58).

\f 2(vE)dF(v) <f Y3(v. T)Hdv<Hf 2(vT) v:—-‘/ 2(u)a’u< T .

Cela est possible & condition de choisir v, assez petit pour que (58) s’ap-
plique. v, étant ainsi fixé, pour T assez grand, on pourra écrire :

f OISO S S f dF() <~v‘%.

D’ou la conclusion (3).

Lorsque les conditions d’applications du théoréme XI sont satisfaites,
on peut dire que, pour la suite T =12, »2, 32... n®.,,il y a convergence
presque certaine de V(o, &') vers o. Ce résultdt s’étend souvent, sans diffi-
cultés, au cas ot T tend vers 'infini de fagon continue.

Je fais, par exemple, la démonstration dans le cas ot on prend :

2

m(a) :m .

Ona:
Vio, 8] = = j U(,8)m[ ]de (59)
Soit 4(T) le plus grand entier positif tel que 4*T) < T il nous suffira de
+oo -
démontrer que —Tlﬂ- f_ . U, & )m[-i—,—e ]de converge fortement vers o
lorsque T tend vers I'infini.

(1) Condition de continuité de Lipschitz.
(%) Ce genre de raisonnement montre tout de suite que la condition pour

que V2 tende vers o lorsque T —» 0, c’est-a-dire pour que V tende vers o en
moyenne quadrathue, est qu’il 0’y ait pas de masse concentrée 4 l'origine
pour F(»), c’est-a-dire que I'on ait :

ll_m —T- p(f) T=o0.
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On écrira :

1 - —8 1 +x , —0
"WT) f_» U(e’é’)m[ T ]de_ n’(T)f_m U(e’é)mg 2%(T) %de

I +

. _ ! (60)
+ 5 ) V0.8 (5) — m [ [0

A cause de la décroissance de m(u) lorsque | u | croit, on a :

(F)-r(wwlznlerm]-==1 o

On majore le second terme du deuxiéme membre de 6o par :

Yo=gm ). 100 n[gE] - [ fe 6

et en opérant comme cela a été fait pour le théoréme X, on a :

Ul L () —m (S ]
A UZ[(7 4 1) — 7P AU}
PO o

pe
Y"\

lIA
See

s

ou A est une constante.

On peut donc conclure exactement comme pour le théoréme X.

Pour une fonction m(z) du type de 'exemple ¢) fourni page 3o, ou du
type «e—* sin u, on ne potrrait pas écrire d’inégalité du type (61), mais
on pourrait, tout de méme, obtenir le résultat en utilisant la décroissance
exponentielle et le fait que m(u) a une dérivée bornée uniformément.

Remarque. — (T, &') représentant toujours —;‘JfOTU(t, &')dt nous avons

vu deux conditions suffisantes pour que p*(T, &) puisse étre borné par une
expression du type A/T lorsque T — o ; ces conditions sont :

a) le coefficient de corrélation est intégrable au sens de Césaro ;

b) la fonction spectrale satisfait & (58)e

Trés souvent, dans les applications, le coefficient de corrélation est
absolument intégrable. Les deux conditions sont alors simultanément
remplies, on sait en effet que la fonction spectrale posséde alors une
dérivée continue.

4* EXTENSION A CERTAINES FONCTIONS NON STATIONNAIRES, — Considérons,
maintenant, une fonction U(¢, &) satisfaisant aux hypothéses du théo-
réme X a ceci prés ; nous remplagons la condition 3° par la suivante qui
est plus restrictive :

. ., +o
Le coef fictent de corrélation p(r) est tel que Uintégrale f |e(x)|d=

a une valeur finie. Nous supposons encore U=o.
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Cela posé, considérons une fonction périodique de ¢ : soit py(¢). Nous
supposerons que pg(f) est continue et pourvue d’une dérivée continue,
Nous désignerons par 8 la période et par M, la borne supérieure du module

| polt) | -

Soit alors la fonction aléatoire :
i, &)= U(t, &).py(). (63)

Ce n'est pas une fonction stalionnaire. On peut, cependant, aboutir pour
Mt) & un énoncé trés voisin de celui du théoréme X. Posons en effet :

(T, 8) = [t &) (64)
Ona:
— T T
B= ﬂ ﬂ U, &)U(Z,& )py()py(t)dtdt'.
Dot :

P U o [ ete—1) | Midudr. (65)

A Paide de transformations simples, on obtient :

E <0 [ o) | =V | av: (66)
W< [ o) | | =V | dv+zmgugﬁ| o(TV) [ [ 1=V | dV.

1

En prenant ¢ =T ?, on montre, par des majorations évidentes, que
Pon a, pour T assez grand :
e

<<

3| w

(67)
ou B est une constante positive.

On en déduit que, lorsque T tend vers Vinfini, par valeurs du type
T =nr?, il y a une probabilité égale & I'unité pour que (T, &) converge
Vers o.

On étend facilement le résultat au cas ot T tend vers l'infini de facon
continue.

Supposons maintenant que la condition U = o ne soit plus remplie;
nous poserons :

U, 8)=u(t,&) + U. (68)

Nous mettrons, d’autre part, pg(¢) sous la forme a + p, 4(¢) ot a est la
constante définie par :

a = ﬁepe(t)dt (69)

de sorte que :

fo ’p, o)t = o. (70)

BLANC LAPIERRE 3
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On a alors :

M, &)= {u(t,&)+T}{a+p, 40}
= aU + Up, 4(t)+u(t, &).a +u(t, &) X p4(0)-

D’ou il découle, immédiatement, que -,—!r— f T7\(t)0h‘ converge fortement
0

vers aU.

Remarque. — Les résultats qui viennent d’étre établis trouvent leur
application dans les problémes techniques toutes les fois qu’on étudie la
transmission, dans un dispositif linéaire, d’un signal sin anvt & c6té du
bruit x(?).

C. — Lgs PROPRIETES ERGODIQUES DES FONCTIONS ALEATOIRES STATIONNAIRES
INTRODUITES PAR L’ETUDE DE L’EFFET DE GRENAILLE

10 L’application du théoréme X aux fonctions aléatoires y(f) =y { x(t) %
introduites par l'effet de grenaille se fait en montrant que le corrriciENT
DE CORRELATION A, POUR GES FONCTIONS ALEATOIRES, UNE DECROISSANCE EXPO-
NENTIELLE.

On se trouve donc dans le cas ou le coefficient de corrélation est abso-
lument intégrable. La décroissance exponentielle découle des remarques
suivantes :

Soient £ et ¢’ deux valeurs du temps (¢ > ¢) on peut poser, comme cela
a déja été fait plusieurs fois :

(t) = @ t) + daxi(l) (71)

relation ou (') représente la contribution & x(¢') des chocs postérieurs
4 ¢ et ou Sx,(t') représente la contribution & x(#') des chocs antérieurs 4 ¢.

Il découle des hypothéses faites sur la répartition des chocs que x,(#') et
3x,(t') sont indépendants, ainsi que x(?) et x,(t'). On peut, par ailleurs,

7

montrer que toute moyenne | dx,(Z') ™ (m entier) décroit, lorsque | ¢ — ¢’ |

croit, & la maniére d’une exponentielle ¢ | #—'| [¢>0'. A partirde ces
remarques, il est possible, au moins pour les fonctions y(x) que nous
avons I'habitude de considérer, de conclure simplement & la décroissance
exponentielle. Je vais, par exemple, faire la démonstration, de fagon
explicite, dans Uhypothése oi y(x) a une borne uniforme m, et posséde
une dérivée bornée uniformément par my. On a alors :

y@.9&) = yla@ byl e =ylam} .y {edt) + soae))
P} [y {zd) } + 85.8)).
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On sait, dailleurs, que y { o(t) | et y { x(t) | sont indépendants; d’ot :

yOy) =y iz .y §x(t)} + y§x(t)}.3y(t).
D’autre part :

ylodt) =y lat)—sz(t) | =y {2(t) | — Byue).
D'ailleurs :
[ 8yt) | < my | dz(t) |
Dot :

—_—

096 — 0.5 | < | 7 {20 oga0) | + |y 120 ) 39 |
< 2 \/Swf(t’) G B)my.

D’qu le résultat, en utilisant la décroissance exponentielle de Sxi(#) et
le fait que | y(¢) | est borné.
On peut donc énoncer le théoréme suivant :

THEOREME XII. — x(1) élant la fonction aléatoire introduite dans
la premiére partie et y(x) étant une fonction uniformément bor-

; e . ; .1 [T
née pourvue d’une dérivée uniformément bornée, = y{x(i)}dt
1 0

converge fortement vers y lorsque T — o .

20 GENERALISATIONS DIVERSES DU THEOREME XII. — On étend trés facile-
ment le résultat du théoréme XII & des fonctions y(x) ne satisfaisant pas
aux hypothéses précédentes :

a) Les cas les plus utiles sont fournis par les fonctions :

y=x* ou y=|zP

qui servent dans les études des détecteurs.

On montre aisément la décroissance exponentielle du coefficient de
corrélation.

b) Supposons maintenant que la fonction de répartition de x(f) soit
continue. Nous avons vu qu’il en est ainsi, en particulier, lorsque R;(¢) est
formé d’une combinaison d’exponentielles (v. p. 19).

Considérons alors la fonction y,(a) définie par les relations :

Yo(x) =18sixr < a et Yolx) —o0six = a.

On peut encadrer en quelque sorte y,(x) entre y,(x) et y,(x) définis de
la fagon suivante :

Yo} Z Yol ) Z Y o)
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pour: x<la—:¢ Yolx) =y ) =y (x) =1

pour: a—e<lx<<a yr)=r1 ety;(x)za:‘”

pour: a<lzx<la+e y.(x)= x:as_set yu(x)=o voir fig. 10.
pour:  x>a e Yil) = galat) = g (@) = o

Chacune des fonctions y_(x) et y’(x) est bornée. Elles ont des dérivées
bornées uniformément (La présence
des points anguleux ne crée pas de
difficultés). Par suite, les résultats
établis pour les fonctions y(x) bor-
N nées et & dérivées bornées s’appli-
N AY quent & ces fonctions.
g€ En faisant tendre ¢ vers o, on
8 T étend ces résultats 4 y,().
On étend tout d’abord la possi-

bilité de permuter les symboles de moyenne et d’intégration.

Pour étendre la convergence forte, on procéde comme suit.

Ona:

FiG. 10.

T T T .
3 [(ywdes 2 [Tyandi s 1 [T yioae.

Supposons que, sur une épreuve E, —,11,~ f Tya(t)olt ne converge pas vers
0

Yalt) ; cela veut dire quil y a au moins une valeur positive 4 telle qu’il
existe des valeurs de T, non bornées, pour lesquelles on a :

l-%fya(t)dt —.T/a_(ﬁ’> m,

cette inégalité ne peut avoir lieu que si I'une ou lautre des inégalités
suivantes est vérifiée :

2 T [0t 5D +
2) *;Tﬂr!/a(l)dl<ﬂi—)—-'q-

Soient E’ et E” les éventualités dans lesquelles, pour des valeurs de T
non bornées, 1) ou 2) sont satisfaites. Soit une épreuve E’, on peut
choisir /() tel que y(Z) soit aussi voisin que l'on veut de y,(f) puisque
la fonction de répartition de x(f) est continue et que y" et y, sont bornés ;
en particulier, on peut choisir une fonction y" telle que :

—_'1;§.’/a + /3,
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or,ona:

T
T ﬂ Yalt)dt < - j“" Y (tydt.

Sur toute épreuve E', on a donc, pour des valeurs de T non bornées
supérieurement :

|5 [ viode— 7| 22 ws.

11 s’ensuit que, sur E', ,II, OTy;'(t)dt ne converge pas vers y,. On mon-

. T, bary
trerait de méme que, sur E’, %— fo ¥.()dt ne converge pas vers y.({).

Or, on a évidemment :
Prob E < Prob E' + Prob E".

Les fonctions y, et y, donnant lieu & des convergences presque siires,
on a Prob E=o.

I1 y a une probabilité nulle pour que _IIT f Tya(t)dt ne converge pas vers

Yal?).

Remaroues. — 1° Sens physique du résultat précédeni. — La valeur
moyenne y,(f) est égale & la probabilité pour qu’a un instant quelconque,
on ait :

x(l) < a.

Pour obtenir expérimentalement une valeur approchée de cette proba-
bilité, on doit observer simultanément un trés grand nombre d’expériences
identiques, ce qui n’est pas réalisable sans soulever de grosses difficultés.
Le résultat précédent nous montre que cette valeur peut étre déduite de
I'observation, pendant une trés longue durée, d’une expérience unique.

20 La moyenne lemporelle —'F nya(t)dt et le probléme de la diffu-

sion. — a) J’ai indiqué comment on Pouvait calculer la fonction caracté-
ristique ®[uy, s, ..., ux] relative & Jensemble des K variables liées
x(t)), x(ls) ... x(tx). On peut done résoudre le probléme suivant :

Probléme : Quelle est la probabilité pour que Uon ait simultané-
ment :

x(t)<a k=1,2,..,K?

b) 11 résulte, de ce qui précéde, que &, s ... & étant des instants quel-
conques, on sait calculer @y, ., 1[4, s, ..., ux] et, par suite, on sait, en
principe, calculer la fonction de répartition F(¢y, £, ..., tx) des K variables
lides (), x(ta) ... (tx)-
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Faisons la transformation y = y(x); nous saurons calculer, en principe :

y;am;y@ump”ypmqkiﬁ/mjymmy”ﬁmmwﬁ

Considérons maintenant :

T
X=%ﬁw@m
on a :

Xﬂ:,_r‘_iﬂr...ﬁTy{x(h);...y{.ﬁc(t,,)}dt, ... di,.

Dans la mesure ot on peut permuter les symboles de moyennes d’inté-
gration, on a :

X—f‘_—_-,f';‘/:...j:ygx(t,)g...y%x(lp)gdt, o dip.

D’aprés ce qui vient d’étre dit, la fonction figurant sous le signe somme
est une fonction connue de ¢, fs, ..., ¢,, on connait donc tousles moments :

X, X2,..,XP .

Si ®(U) est la fonction caractéristique associée 4 X, au moins si la série
des moments converge, on aura :

B(U) =1 + 2L 4 B B 4 (72)

¢) Proposons-nous alors de calculer la probabilité P pour que l'on ait
x< a en tous les points ¢ de l'intervalle o, T. Considérons pour cela
y(x) =1— yx).

Les moyennes y|x(t,)], y[x(t:)] ... existent puisque y gac(t) 1 est borné.
Drailleurs o <X < 1, par suite tous les moments X, X2,.... X7 ... existent
et sont au plus égaux & 1. La série :

oU)=1+ 20 2O

est, pour | U | < U,, majorée pan :

u , U
|U) | <14 5+ 7+ -

elle converge donc dans tout domaine borné des U.

Faisons maintenant la remarque fondamentale suivante :

Dire que, sur une épreuve, x est, pour tout ¢ (o <¢<T) inférieur 4 a,
c’est-i-dire que X = o et réciproquement ; par suite, la probabilité pour
que, pour tous les points de l'intervalle o, T, on ait & < a est égale a la
masse de probabilité concentrée au point X—=o. Or, on sait qu’a partir
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de la fonction caractéristique, cette masse se calcule aisément. En la dési-
gnant par P, on a :
. +
P= lim ~ f " $(U)dU. (73)
27T
>+t -t

La série ®(U) est uniformément convergente, dans un domaine borné
des U, si grand soit-il ; on peut donc intégrer terme a terme ; on trouve :

. -5 T <3 T < °°
P=1lim b1 -5 + X5 —X S+ ... (74)
T4
étant donné, le terme général de la série figurant dans (74) finit par
décroitre de sorte qu’on peut appliquer le théoréme sur les séries alternées
pour évaluer la somme de la série.

D. — ETuDE DE LA LOI D’APPROCHE DE-,IT' fry(t)dt vers y(f)
0

1° On a vu, dans ce qui précéde, que, & condition d’astreindre la fonc-
tion y(x) & certaines conditions assez générales, on avait, avec une proba-
bilité égale & I'unité :
. 1 T —
lim -5 ﬁ y(tydt = y()
ou, ce qui revient au méme :

li:n:%f{y(t)——y_(f)}dt:o.

Nous allons, maintenant, étudier ce qu’on pourrait appeler la loi
d’approche, c’est-a-dire étudier les propriétés des variables aléatoires pré-
cédentes, pour T grand, mais fini. Nous poserons :

YO =y —7 (75)
Gy M=1 [y0d @0 A= [yod G

Sous des conditions assez générales, nous allons montrer que la variable
aléatoire E[Y, T] converge (aprés avoir été normée) vers une variable
aléatoire laplacienne.

Nous supposerons que y(x) est bornée et posséde une dérivée bornée.
Les résultats obtenus seront valables sous des hypothéses moins restricti-
ves ; en particulier, ils seront valables si y(a) est un polyndme en .

Nous désignerons par C(z) la fonction de corrélation :

C(x) =Y()Y(t 4 1) (78)

et nous poserons :

A— fj :C(T)dr. (79)
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Nous supposerons A 5 o (*). On peut alors, grace & un raisonnement qui
se calque sur celui qui a déja été fait page 33, montrer que, pour les

grandes valeurs de T, £2 Y, T est un infiniment petit équivalent & A/T :
BN, T) e

Ce résultat s’obtient d’ailleurs aisément en remarquant que 24 est la

pente & lorigine de la fonction spectrale §(v) associée a la fonction

aléatoire Y(¢) (v = fréquence).
Etudions I'ordre de grandeur de £[Y, T) :

Ty =" J A f YO YOO () dtde derde.

Pourlt——l’|>A, | t—-t”|>A,|t——t'”)]>A on a, si A est
assez grand :

[ Y@ YOY (Y () | < e, fi>o

b) Supposons maintenant que les quatre valeurs 7, #, ¢/, ¢" se scindent
en deux groupes [{ et {"{”” pour fixer les idées] trés éloignés 'un de
P'autre. Soit A la plus petite des distances | ¢ —¢" |, | t'—¢" |, | t—¢" |
ot | 1 —

" | ; en négligeant un infiniment petit du type e~ /4, on peut
écrire :

YOY(OY)Y(E) = Y1) Y (). Y)Y (7).

Dans ces conditions, on voit d’une fagon assez intuitive, que, si T est
grand, on aura 'ordre de grandcur de l'intégrale quadruple en considé-
rant les groupes ££"t" pour lesquels les valeurs sont réparties en deux
sous-groupes comprenant chacun des valeurs trés voisines. Ces deux sous-

(1) La signification de la condition A 5% 0 est évidente ; A représente en effet
la moitié de la dérivée 4 l'origine de la fonction spectrale J(v) associée

4 Y(t) ; en désignant par Y

o la valeur pour v = o de la composante spec-
trale, associée & Y(¢), on a :

2
A— Yy—o
=—-
La condition A 5 o est vérifiée lorsque le spectre de Y(¢) posséde des compo-
santes & trés basse fréquence. Il en est sirement ainsi si on a y=uax%

(p entier) ; en particulier, pour p = 1, j’ai montré qu'on avait, avec les nota-
tions de la page 8 :

—_— 2
Y,—o = 8¢p* f gt(v)dv + 8g*o [ f g”(v)dv] >o.
0

(Branc-Larierre. Comptes rendus, 246 (1943), 4o0).
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groupes peuvent &tre trés éloignés I'un da lautre. 11 y a trois fagons de
grouper les quatre valeurs par groupes de deux ; on aura donc :

b oo ——

T2

|

N

2l

Ce raisonnement est purement intuitif ; mais il peut étre- mis sous une
forme rigoureuse. Plus généralement, on a, de méme :

— !
B oo o AL (81)

Ce sont la les moments d’ordre pair associés 4 la fonction caractéristique
Al
laplacienne € T ?. On est donc conduit & penser que E[Y.T] obéit, pour
les trés grandes valeurs de T, & une loi de Laplace. C’est ce que nous
allons établir.

20 Nous allons d’abord donner une idée de la démonsiration pour
la rendre plus intuitive. — Soient les variables x(¢,) et & (fs); si | ta—12 |
devient trés grand, ces variables tendent & devenir indépendantes de sorte
que, tout au moins de facon approximative, nous pourrons considérer que,
pour | {,— 7, | >~ (ou t est une valeur positive trés grande) tout se passe
comme si x(Z;) et x(¢;) étaient indépendants. Les valeurs prises par x(f)
sur 'un ou Yautre des deux intervalles :

fH—A, b et ts, s+ A
ot ¢, > ¢; et A> o seront donc indépendantes si &, — ¢ >7.

T = n''n'

‘///7 0 ?/\/

¥z

; 7 7 t
l,\rlu Jo 3 3 3 3

Fig. 11.

On peut alors supposer que Uintervalle OT se divise en un trés grand
nombre d’intervalles A intercalés avec des intervalles 7 ; si </A est petit, on

T
congoit que l'apport des intervalles = & l'intégrale-,;—, ‘/; y(t)dt est négli-

T
geable devant I'apport des intervalles A ; mais a]ors—;— f; y(f)dt se présente



112 FONCTIONS ALEATOIRES STATIONNAIRES

comme la somme d’un trés grand nombre de variables indépendantes et
la tendance vers la loi de Laplace devient un fait trés naturel.

30 Reprenons lé raisonnement précédent en lui donnant une forme
rigoureuse. — a) La division de lintervalle O.T en intervalles v et A se
fait conformément & la figure 11; on pose T=n".n' « et A=(n'— 1)t
(n’ et n" entiers positifs).

La fonction aléatoire z(¢) ne dépend que de la répartition des chocs dans
le temps et de la réponse R,(¢) & une impulsion de valeur 1.

Je vais substituer & x(f) une autre fonction aléatoire a,(f) trés voisine
sauf dans des cas trés peu probables, mais telle que pour | ¢y — £ | >7,
T, (t1) et () soient rigoureusement indépendants. 11 suffit de remplacer
R,(t) par R,(?) obtenu en tronquant R,(t) pour > 7 conformément ala
figure 12. Nous poserons :

Ry(t) =Ry(t) — Ry (0).

On adonc :
g R:(l) _—_BaU) + Rp(l) (82)
a(t) =, (t) + xg(t)
R
R,tb ’It:‘c
0 JANIVAN 1
\/ AVAR A t
Ra(b) ‘:
0 /\ /\ VaN E
VoYY T ©
Rgit) i
0 i~ '
Fig. 12.
Rappelons les potations :
y)=y iz} =y iz + 2O} | Yal) =y {zo(t)}
Hy, T)=T7 f:y(t)dt o Ti= 7 ﬁ Ty (dt
1 ot (83)
qY.T]=7 ﬁ Yit)dt Y, M= ﬁ Y, (t)dt

Y(t)=y(t) _.-y_ Ya(tl)zya—a
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Jintrotuis, en plus, la variable aléatoire :

YT =1 X [yl (84)
et:
EY e M= 3 [ lyal) —Fal0 . (85)
On peut écrire :
1) a, — k
EY,, T)= 21 3 & f o1 — Yl ] dt. (86)
Posons :
1 Ry —_ 1 LR by
pi= [, a0t 86) e =1 YEDd @)
: : {, F
a, _ J— , ¢ T
%f’ * gya(t)—ya(t)gdl:f’*a i Pa, i == it ( \!/‘/‘k' ‘V“'}
i ) & ) «
. r f,
On sait que, pour A assez grand, on a : ! 5 t
nEN oo ¢
R AR EO) O] "
D’ailleurs, si n’ et © sont assez grands, on aura : , ! £
o, . dbdr' - |
}L;,lNT':; w=1x . ("’L (88)
La variable aléatoire : /3 do \’{\ ot 1
L,
" ' (n' — 1)t
f"a,z: P‘cz,l X \/———A—— | O {—‘
a, pour t et n’ grands, un écart type voisin de 1. Posons : d"'.mn (
" (' —1)t 1 ¢ f h
Pa,i = A U Ve (89)

La variable aléatoire {= Z}Lu , a aussi un écart type voisin de 1, car les

2

variables u, ; sont indépendantes. Reprenons, d’autre part, la variable
aléatoire £[Y, T et associons-lui la variable :

@=vY, T]\/ + (90)

elle a aussi, pour T assez grand, un écart type voisin de 1.
b) Je vais poursuivre la démonstration pour = n (n entier), n'=n?et
n'=n (en d’autres termes, je fais croitre T vers l'infini par valeurs du
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type n%). A chaque valeur de n, est associée une variable @n et ume
variable {,.

LEMME 1. — Lorsque n— oo, la variable aléatoire {, converge vers
ane variable limite obéissant & une loi de Laplace

Soit ¢(u) la fonction caractéristique associée & une variable aléatoire
réelle v, on a :

o(ay=X+ zY—_—me cos uvdF(v) + if_w sin uvdF(v).

En prenant des développements limités pour X et Y et en supposant

que v* existe, on peut écrire :

iuv up?

[o() — 1 — 222

Appliquons cela & :

!"az—-\/(n — 1t ' z_“\/(nf“—x)n ;L;”

On a p,;=o. Posons m, = p.a,,- et soit ¢"(u) la fonction caractéristique
associée & ., .

Ona:

l’?"(u) 1 + T m2 l<C[ |ulP+ | al*). (G constante > o)

Soit ¢"(u) la fonction caractéristique relative & p;'i

On a ¢ (u) = cp”[ ] en remplagant u par 7: dans I’équation pré-

cédente, on a :

u

m u? mz
|<P (@) —1 + sliv-r

2l n”

4

On peut donc écrire :

¢(a)=1—2 ’”’ (91)

/I

2 . . . ’ 1
est un infiniment petit en \/—1_— d’ordre supérieur & 2.
n”
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Supposons u borné de fagon quelconque : | # | <U; on pourra prendre
n[n" = n] assez grand pour qu'’il soit possible d’écrire :

VL =L~ £ O[]

T s (92)

La fonction caractéristique ¢,(z) relative a ¢, est donnée par :

|

"
mqu?

Wa(2) = La(8) = nLe/"(u) = — 72 +"O[

2
Vn
D’ailleurs si n —c0, m; tend vers 1 et :
2 2 2 2 2
"Og ;:uz O[(%>]<U2 Q; g

La derniére expression tend vers o d’aprés la définition de o g | | %
Par suite, dans tout domaine borné de u, il Y a convergence uniforme

u

Va

yn
a

v
u

Vi

de W(u) vers — i:— ce qui établit le lemme I.

LEMME II. — Lorsque n - oo, {,, et @n sont asymptotes en probabi-
lité c’est-a-dire que ny el s étant deux nombres positifs quelconques
donnés a U'avance, on peut trouver une valeur N telle que, pour n >N,
on ait:

Prob{ | L, — (@), | > }<me.
On a, en effet :

Y TILT  E[Yq Tin® Ey[Ye, Tl
T VAW —1)r VAR —1n VAW —1)

Cu

On peut écrire :

&Yy, TLLT Y, T).T
o — " I< VAR(n' — i)z - VAR (n' — 1)t

+ \TE%_}E—_%J[YG-T]\/HJF|5<Y«’T)\/§—E[Y'T]\/§|‘

Désignons par ), ), X3, les valeurs des modules des trois termes conte-
nus dans le second membre de 1'inégalité précédente, il nous suffira de

(93)
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montrer qu'on peut choisir N assez grand pour que, pour » > N, on ait :
W<y h<s <

ou ¢ est une quantité finie, trés petite, donnée & I'avance. Des majora-
tions simples montrent que G,, Cy, C; étant des constantes, on peut écrire :

N<ymi h<ymi G<jeneTT (3> o0)
ce qui démontre le résultat énoncé.

J’ai donc démontré que, lorsque T — <o par valeurs du type nt, @ aune
fonction de répartition qui tend vers une loi de Laplace.

Le résultat s’étend au cas ou T — o de fagon quelconque en utilisant
une méthode assez voisine de celle qui a déja servi pour la démonstration
du théoréme X ; une difficulté se présente qui tient au fait que (n + 1)* — n?
est d'un ordre supérieur & \/n°; on est amené 4 couper l'intervalle
n®, (n + 1)° en deux sous-intervalles n°, n> + n®et n* 4 n?, (n41)". Si T
tombe dans le premier, on peut majorer en prenant | Y(¢) | ; si T tombe
daps le second, I'intervalle n, T est alors assez grand pour que le carré
moyen de l'intégralé entre ces limites soit équivalent & (T — n°)A clest-
a-dire majoré par 1on*A dont le quotient par (/n%)? tend vers zéro. On peut
donc énoncer le résultat suivant :

THEOREME XIII. — La variable aléatoire
1 1 T.
_— Y($)d
® VT VA .ﬁ ()t

tend vers une variable laplacienne d'écart lype 1 pour les grandes
valeurs de T.



TROISIEME PARTIE

ETUDE DE I’INFLUENCE DE LA DENSITE.
FORMULES ASYMPTOTIQUES.
FLUCTUATIONS
DANS LES SYSTEMES NON LINEAIRES

I. — GENERALITES.

Les formules fondamentales, qui aboutissent & la mise en évidence de la
fonction @, font toutes intervenir la densité p. Or, il est évident qu’il n’y
a aucun lien physique entre les phénoménes qui servent & définir 'unité
de temps (donc la densité ¢) et ceux que j’éludie; par suite p ne peut avoir
une signification absolue. Ceci peut étre rendu trés intuitif par le raison-
nement suivant : & une suite de chocs trés brefs, 'amplificateur sub-
stitue une suite d’oscillations qui ne sont pas instantanément amofties et
il est assez naturel de penser que les phénoménes observés différeront pro-
fondément suivant que ces oscillations seront plus ou moins enchevétrées
les unes dans les autres; ce qui compte donc ce n’est pas tant la valeur
de p, que celle du produit pr, ot 7 est une constante difficile 4 définir de
fagon précise pour un amplificateur déterminé, mais dont on peut donner
Iordre de grandeur en disant qu’elle caractérise la durée d’amortissement
de Vamplificateur.

Pour préciser ce point, je vais considérer des amplificateurs appartenant
4 une méme famille et dont les réponses respectives dépendent dEl para-
métre « d’aprés la relation :

R(t) = i (5) = r(V).

Au temps réduit %, sera associée la densité réduite ¢’ = pz; il est clair
que, si pr tend vers l'infini, il en sera de méme de x(¢) ; je poserai :

2(t) = % . (94)

En général, x'(t) tendra encore vers Vinfini avec pt mais je supposerai
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ou bien que I'on ne s'intéresse qu’aux écarts a la valeur moyenne ou bien
(ce qui a lieu trés souvent dans la pratique) qu’il s’agit d’'un amplificateur
insensible au courant continu (en vertu de la relation 8, on a alors
a(t) = x'(t) = o) ; c'est dans cette derniére hypothése que je me place
pour expliciter les calculs.

Les formules fondamentales deviennent alors :

4
v = 4.
R = (95)
I D b . A P
J—o | 2! 31Vpr £1V(ev) o 4
' —eV. (96)
Y, = Zi“k‘]"g[lk — ] (97)

k

Les symboles sont surmontés du signe pour bien marquer que les fonc-
tions sont relatives & &'(?) et non & x(1).

La série de fonctions qui figure sous le signe somme dans P'expression
de ¥' converge uniformément en 2,; on peut donc lintégrer terme a
terme dans tout intervalle fini. La décroissance exponentielle de 7,(}) per-
met d’étendre cette possibilité au cas ou on intéegre de — oo & + o ;0n a

donc mis la deuxiéme fonction caractéristique sous la forme d’une série
1

-ﬁ;

tao %
Y] 1 o0 +oo Y, 8
e dl — =L +... (98)
f , _mf +(v = f 1 d)y

— —

en

lorsque ot tend vers l'infini, ®', W' et W' tendent vers les formes limites
@', W’ et W, données par :
v =1 *f d,
f * 1, (99)
—» 3l

,

I

“S:I"

A ces expressions, correspondra une loi de probabilité dont la fonction
de répartition sera représentée par P’ et on pourra affirmer que la loi de
probabilité vraie P’ a pour limite P7si on montre que, dans tout domaine
fini des variables u;, la convergexﬁa de @' vers @' (donc de ¢’ vers ') est
uniforme. Il est aisé de vérifier qu’il en est bien ainsi dans le cas actuel.

. La loi de probabilité P' associée & ®' fournit donc une bonne approxi-
mation toutes les fois que_p-c est grand.—Dans beaucoup de cas, on pourra
s’en contenter. Pour le calcul rigourcux des valeurs moyennes, il faut
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procéder de la fagon suivante : p= étant domné, W' s'exprime par une série
entiére des variables u,; en substituant cette série & W' dans l'expres-
sion de ®', on obtient également &’ sous la forme d’une série en u, ; soit :

' —3Sa o g0 3
® —Eaa,ag.._aKu,iuz*"- ulx. (ro0)

Cette série converge, pour toute valeur fixée de pr, dans un domaine
non nul des variablesu; pour calculer les moments, il suffira de procéder
par identification terme & terme avec la série :

SturT, N e o
P = e¥WT— | 4 l {x,u, + xyus + g
2 (= —55 —
+ o7 {xfu? + xjud + 2xjxcyuus + ... %

(101)

Ces généralités étant posées, je vals :

10 étudier la forme limite de P,

2° préciser la maniére de calculer si [on ne se contente plus de
lapproximation P' et si l'onveut obtenir des résultats rigourenx vala-
bles pour unevaleur quelconque de la densité.

1I. — ETUDE DE LA FORME LIMITE ().

La fonction W’ correspondante est donnée par la relation :

U= — —;— Z Eukuk’el()‘k — ) (102)
k k'
avec :
+e
€0~ w) = [ griOu— W) — ). (103)
Repassons tout de suite aux variables x, on établit aisément la rela-
tion :
Y= — —; ZZuKuKIC’(tK —_ tx') (IO[I,)
avec :
400
Clte—tx)= [ q%eRultx — E)Ry(tw — £)dt,. (105)

D’aprés sa définition formelle, C(fx — ¢x’) nous apparait immédiate-
ment comme une fonction paire de la différence #; — ¢y ; il est facile de
montrer que € est la fonction de corrélation introduite par M. Courtines
dans les calculs relatifs au bruit de fond. La constdération du développe-~

(1) Branc-Lapierre. Comptes rendus. 347, 33. Séance du 19 juillet 1943.

BLANG-LAPIERRE. 4
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et en série de la fonction caractéristique montre, en effet, que l'on a :
e(tK _— tK’) - Cc(tx) .x(tK’)-
La fonction ¥ étant connue, on a :

I
— = 2 uurCltk—tr
d—=e¥=e Thv (k ).

On déduit de cette relation la densité de probabilité P (xyxs ... k) en
inversant la relation de Fourier généralisée :

‘I’:el[uix’+ quxlsz “.k/‘et[uﬂ:l+us,Jc,-%u,chK]dei d.:cK
soit Q la forme quadratique des K variables a, ... ux

EZuKquG(tK = tx);
X K

soit [Q] la valeur de son déterminant principal ; la densité de probabilité
cherchée est donnée par :

.
P X1y T2y eoey LK ="‘“I—‘ ._L...:e 2 (106)
{ } (,R)K/z \/lg_l
ol Q" est la forme réciproque de Q.
Cas pARTICULIERS. — @) K =1
o
P(z) = 1 e 2C(o) . (107)

Var YClo)

Cest la loi de Laplace & une variable dont I’écart type est s = /C(0) ; la
fonction caractéristique associée est :

a?n?

—a 2 __ . __cwa stut 1 (—1)p o2 u2
d(u)=e =1 _T+TH+“' 1 v + ...

Ce développement donne, de fagon évidente, la valeur des moments :
M =06%.§.3 ... (2 — 1).
b) K= 2. On trouve la loi de Laplace & deux variables :

1 Clo)[xi+ai|—2C(0)mis

P({Bl wg) = ..I_ ___L____ —2— 62(0)462(9)
’ 27T \/@2(0)_62(6)

(108)

avec 0 =1¢, —¢,.
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Si on fixe la valeur de xi, on déduit aisément de (108) la loi de pro-
babilité liée de xxy; on a :
LGB
=]

dP( L, T @ d
L) = e —— .
)= \/ G, e (109)

Clo) — Cio)

C’est encore une loi de Laplace; la moyenne liée x; est donnée par :
Ci

2= G &Iy = B, (110)

et Pécart type vaut :
c2(8) B T
\/‘9(")—@5 = Ve(o) Vi —P". (111)

La figure 13 représente, lorsque § varie de 1 & o (c’est-a-dire, lorsque 6
varie de o 4 + oo), les courbes
d’équations : x,

Xy =By ;
@, == pay + C(o) y1 — B?;

x, = pa, —\/C(o) 1 — P. &
Ce qui précéde suffit & montrer le ‘
role considérable joué par la fonc-
tion de corrélation. Ce role appa-
rait encore plus clairement si on
fait intervenir directement le temps
dans les relations (110) et (111). Cela x5
oblige & introduire explicitement la
fonction B(f). C'est ce que je vais V8o
faire sur un exemple. Supposons Fie. 13.
R, (¢) défini par :

Ri(t) = —wl— e~ sin wf pour ¢ > o et Ry(f) = o pour << o.

On a alors :

—70 i
[} cos wl w sin 6w A cos wh
@(0) = qze [ g A + N4 w? - N4 w? %

Cette expression vaut pour 6 > o et doit étre complétée par symétrie
pour § < o[ @(4) = &(— 0)]. Posons:
I3

w . —_— .
mﬂ:snn‘l" et m-cosw,
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il vient :

€(8) = C(o) _n!_‘l-" sin [00 4 W]e™ cotg WH_

S1
Fixons des valeurs numériques : o = 2n; ¥ —=81° d’oit A =0,859. Sur
la figure 14, on a porté en abscisses les valeurs de 6 = ¢, — ¢, et en ordon-
nées les valeurs de x; en prenant pour unité ¢ = \/€(0) 'écart type de la
loi marginale]. On a représenté, en fonction de 0, la valeur moyenne liée
de x, lorsque x; =o. La partie hachurée représente l'ensemble des

valeurs de o, pour lesquelles I’écart & la moyenne liée est inférieur & un
écart type de la loi lide.

20
Lo

+1

Fia. 14.

Cette figure donne une idée trés précise de ce qu’il faut entendre par la
continuité des phénoménes dans le temps. Prés de instant ¢;, la loi de
répartition de x; est trés influencée par le fait que I'on avait oy =osent, ;
peu & peu, cette influence disparait et, pratiquement, elle n’existe plus
lorsque 0 est de V'ordre de 10. On a alors de nouveau un régime & valeur
moyenne nulle et 4 écart type égal & o, tout comme si le «souvenir » de ce
qui se passait en ¢, avait disparu. Un renseignement, relatif & l'instant ¢,,
n’apporte pratiquement plus rien pour ¢, + 10.

Remarque. — En se placant & des points de vue divers, plusieurs
auteurs ont établi la relation (107) et parfois méme (108). A ma connais-
sance, 1l faut citer Thiede (!), Landon (?), Frinz (%), Surdin (%) et
Rice (3.

(1) Taueoe. Elect. Nachr. Technif, 13 (1936), 84.

(2) Lanoon. Proc. 1. R. E., 29 {(1941), 5o0.

(3) Fra~z. Elect. Nachr. Technik, 19 (1942), 167.

(*) Suepmn. Philosophical Magazine, 34 (1943), 716.

(%) Ruce. Bell System Technical Journal (juillet 1944).
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Dans le cas général (densité p quelconque) la fonction ® dépend d’une
infinité de fonctions du type :

o0
Cpr = j‘_m eq? T RE(t — 0))R{(te — w,)dw,. (112)

Au contraire, la forme limite est sous la dépendance d’'une seule de ces
fonctions qui est la fonction de corrélation. Bien plus, cette derniére
traduit d’une fagon trés fidéle la liaison des phénoménes dans le temps.
Si a4 linstant ¢,, la valear de x(!) est a4, la valeur la plus probable &
I'instant ¢, sera :

&y :e(—té@#xi. (113)

La tendance de (¢, — ;) vers o lorsque ¢, — ¢, tend vers I'infini, traduit
fidelement le fait que lorsque ¢, s’éloigne de ¢, la connaissance d’un ren-
seignement valable en ¢, n’influe pratiquement pas sur les probabilités
en f,.

IIl. — CALCUL RIGOUREUX DES MOYENNES.

J’ai établi la relation :

1 +o0 , +o0 ,
lI"':ﬂ lw Y;ﬂd)‘.? +ﬁ‘/:.x Yjsd)\] + ... (114)

avec 8§ = p7. En posant :

U= o f_:”Y;tdx,, (115)
ona:
W=V, 4+ ¥ 4+ T+ ... (116)
W, est indépendant de 3.
W, est proportionnel a % .
¥, est proportionnel & (—‘/g—l),—_, .

Si on se place au point de vue des ug, W, est une forme homogéne de
degré /; orona:

o — eV — Vet ¥s+Wit...
(117)
T ) A R e R 75 ok /5 SO b
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Pour faciliter I'identification qui permet le calcul des moyennes, grou-
pons les termes en polyndmes homogénes en ug :

2
, 9

¢’=1+W§+Wé+[—+wg]+[

2!

2‘11"2‘1?;
2l

+1U;]+ coo (118)

Pour bien montrer I'importance de chaque terme, je rappelle, entre
parenthéses, son ordre de grandeur par rapport a 1/\/5 :

o2 [
@' = 1 4+ W(0)+ Wi(1) + [“2‘!") + ur;(z)] + [”ﬂw‘) +ur;(3)] +... (119)

2 2!

Par contre, le développement de la forme limite se réduit & :

v, wl  pd

=144+ g7+ + ... (120)

1 al 3!

On voit immédiatement quelle est I'erreur que I'on commet lorsqu’on
remplace @' par ®'. On déduit de la comparaison des relations (119 et 120)
les résultats suivants :

a) Les moyennes quadratiques x\', xy, ..., 122, ... sonl données
EXAGTEMENT par @', '

b) Par contre, toute autre moyenne est donnée par ®' d’une fagon
qui n’esl QU APPROXIMATIVE.

S’il est possible de représenter avec une trés bonne approximation les
phénomeénes par une loi de Laplace, il faut, sous peine d’incohérence, se
borner & la forme @' pour le calcul des moyennes ; seules les moyennes
quadratiques sont alors connues sans erreur. Si 'on désire connaitre exac-
tement les moyennes jusqu'a 'ordre p inclus, il faut respecter dans le
développement de ', tous les termes de degré inférieur ou égal & p.

IV. — APPLICATION DES RESULTATS A L’ETUDE DES FLUCTUATIONS
DANS LES SYSTEMES NON LINEAIRES.

Jindique rapidement comment on peut, & partir des résultats établis,
traiter les problémes qui se posent en électrotechnique relativement aux
fluctuations dans les détecteurs; les montages utilisant des détecteurs
comportent, en général, un amplificateur linéaire A;, un détecteur de
caractéristique y = f(a) et un appareil de lecture qui est linéaire et, par
suite, est équivalent & un amplificateur &, ; 'ensemble des notations peut
étre schématisé de la fagon suivante :

Amplificateur (X4 Redresseur Appareil de lecture
. Tt
Effet de grenaille ——————>x(f) > y(¢t) = y[x(t) | ——————> 2(¢)-

Les quantités & calculer sont :
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a) la valeur moyenne de £(f) soit £(7);
b) V'écart type :

o= Vel — O

Supposons V'appareil de lecture caractérisé par sa réponse S,(f) & un choc
unité trés bref. On a :

=)= [ y(@Si(1—n)da (x21)

d’ou on déduit, en permutant les symboles de moyenne et d'intégration,

ce qui se justifie sans peine pour toutes les fonctions y(x) utilisées dans
la pratique (1) :

z?)zy_(ﬁf_:ms,(t—a)da {122)
et :

[=(t) — 2(6) ]2
+0 +oo — —_—
= f_ w f% [9(2) — y()1[y(8) — y(B)IS\[t — S — pldadf  (123)

d’ou :

;m=?(t—)f;:ws,(t — a)da (124
et :

(20— =P = [ [y @St —«)Si(t— Bldads  (126)

ou y'(?) représente y(f) — y(b).

Le probléme sera résolu, si on sait calculer y et y(x).y(B).

En général, les caractéristiques des détecteurs sont représentées avec
une assez bonne approximation par un polynéme ; dans ces conditions, la
solution du probléme envisagé réclame le calcul des moyennes du type
a*cTt) ou x”(#,).x%(l2) ; on les déduit immédiatement du développement en
série de ®'.

A titre d’exemple, je vais traiter ici, sans faire aucune approximation,
le cas du détecteur quadratique, c’est-d-dire du détecteur de caractéris-
tique y = a2.

‘Je dois calculer —y__q—Q:x?wf» avec t; — > =19. Je m’occupe tout de suite

. " L
(*) Pour justifier cette permutation, on peut montrer que ’intégrale f
—%0

existe en moyenne quadratique lorsque ses limites tendent vers I'infini. Cela
peut étre démontré en prouvant qu’il y a convergence mutuelle en moyenne
quadratique [Voir Paul Lévy. Théorie de {'addition des variables aléatoires,
58]. '
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des variables x, et x; el non des variables réduites x; et x;, qui ont servi

a préciser I'ordre de grandeur des termes par rapport & 71;_;.
Ona:

— !
xir; = %2- X coeff. de u? X ul dans ®(u,u.).
w2
Or, on a vu que les termes u? X u? de ® proviennent de 72— + W,.

Je pose :
C(8) = pg2y1(8). (127)
+ o0
a(0) = f_ﬂ RE(t, — )Rty — w;)dw;. (128)

On déduit alors aisément les résultats suivants :

Ty = p2q* { 23(0) + p3(0)} + pgtua(®), (129)
on a d’ailleurs :

2 = pq*p1(0) (130)
d’ou :

YYo= y¥s— (1) = 20°¢*u2(0) + pg*ua(0).

Si on introduit Pintensité du courant I=pg, il vient :

y'yo = 2q°1pi(8) + ¢°Ipa(®) (131)
= 26%(0) + ¢°Tpa(®)

On retrouve ainsi le résultat que j’ai établi en utilisant des séries de
Fourier (), & savoir que le spectre des fluctuations & la sortie du redres-
seur quadratique est composé de deux spectres ; le premier, prépondérant
lorsque ot est grand, est proportionnel a ¢%I2, il se calcule uniquement &
partir de la fonction de corrélation ; le second, important si pt est petit,
est proportionnel & ¢°I; il ne se calcule pas & partir de la fonction de
corrélation. La fonction de corrélation relative & & ne détermine pas, pour
une valeur quelconque de la densité p, la fonction de corrélation relative
& x?. Mais si on admet que x(f) est bien représentable par une loi de
Laplace (c’est-a-dire si I'on se contente de 'approximation fournie par la
forme limite, alors la fonction de corrélation relative 4 ax détermine
complétement les propriétés statistiques de x? et, par suite, suffit pour
calculer la valeur de la moyenne x%(,).a%(¢,). C’est bien ce qui a lieu sur
la formule (131) lorsque o+ est assez grand; on peut alors négliger le

(1) Branc-Larierre. Comples rendus, 247 (1943), 73.
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2

2
2
relation approchée valable seulement pour les trés fortes densités :

terme provenant de W, devant celui provenant de

. On a, alors, une

Y'yy = 2C%(0). (132)

Remargue. — La fonction de corrélation du détecteur improprement
appelé « détecteur linéaire & double alternance », c’est-a-dire du détecteur
de caractéristique y = | x | ne se déduit pas aisément des résultats acquis.

Cependant, dans le cas ou la loi de Laplace tangente constitue une
approximation suffisante, il est possible de donner pour—y—y: un dévelop-

pement en série fort utile pour la solution approchée de beaucoup de
questions.

On a en effet :

Y1lfs == 4T3 S1 L1y >0
YYo= — 222 81 1202 < 0.

On en déduit immédiatement :

2, g
g OtE ( 2pmas 282120

—_ to [t N —_ =
yy,,:zﬁ | Taze 24T (g AT g A ‘da’%dwg (133)

en posant : i
P =2=C(7); a=€(0) et A = a2 —p2. (134)
Je poserai de plus :
y = B/a (135)
on a nécessairement :
El<y,
ol

on peut chercher 4 décomposer le spectre des fluctuations représentées
par y—yT en spectres plus simples, par exemple en une série de spectres
empruntés aux redresseurs y =’ ; cela revient 4 avoir un développement
en série de yy. suivant les puissances de B; si on considére yy. comme

une fonction de la variable complexe 8, cette fonction n’a pas de singula-
rités dans le cercle | § | << «; elle est donc développable en série de Mac
Laurin dans ce cercle; pour § = «, c¢’est-a-dire pour = = o, on ne peut
affirmer a priori la convergence de la série ; cependant on peut obtenir
assez facilement le terme général de cette série et vérifier qu’elle converge
encore pour 8 = a; on peut montrer de plus que l'intégrale :

ﬁ (y — g)(y '—.’/_)v cos 2mvtdr
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qui permet de calculer y,, peut étre calculée en opérant terme A terme
sur la série. On peut donc dire qu’on a décomposé le spectre étudié en
spectres élémentaires du type C*(t) c’est-d-dire en spectres empruntés i
I'étude des détecteurs y = x?.

Le développement en série est donné par 'une ou l'autre des formules
suivantes :

R — ha S fox 5 5.3 1
yyrz_z_w-%l-’_%%-}-%ﬂ_;}_l-%;l;.ﬁ’_5_+"'§ (I3f\‘))
—_— ha ( B2 1 1 B* 1 1 5 1.3 1
=Dy —P=m fors T+ ;;{-?+%af4.63+--~§ (137)



QUATRIEME PARTIE.

GENERALISATIONS DIVERSES.

I. — LIAISON ENTRE DIVERSES FONCTIONS ALEATOIRES
DEPENDANT DE LA REPARTITION DES CHOCS DANS LE TEMPS.

A. — Considérons la suite des chocs dans le tempsde ¢ = — o &
{ = + o ; & chaque configuration de cette suite nous avons, par l'inter-
médiaire de R;(¢), associé une fonction du temps :

x(t) = LqR,(t —s,). (138)

Mais nous pouvons considérer plusieurs fonctions x*)1), .’L‘(m(t) .
associées simultanément & la suite des chocs.

Il suffit de se donner des fonctions R®)(#), RIF)() ... satisfaisant aux

conditions que nous avons imposées & Ry(?).
Nous pouvons donc considérer les fonctions aléatoires :

Zl(t) = TqR(t —s)) (139)
xPl(1) = 2RIt —s,) (140)

Ces fonctions aléatoires sont définies sur la méme catégorie d’épreuves
et il peut 8tre utile de les étudier dans leur ensemble. Le probléme fonda-
mental & résoudre est alors le suivant :

Soit #®, 2, . . . . . . t::a) une suite de K(® instants quel-

conques mais en nombre fini ; soit tiﬁ), t(f), ce e e t%) une

autre suite analogue... Quelle est la fonction de répartition relative &
l'ensemble des variables aléatoires lides :

), Dy —xm{fm}
T T T ) R R T 1Y:
.9

La méthode de calcul indiquée s’applique sans modifications & ce pro-
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bléme et permet de déterminer la fonction caractéristique associée :
(o) (B) .
b g u(f), u(;‘), e Ui(a)s ugm, ugp), A HERE }

il suffit de poser :

=x(*) r=x(B)
(o) = X, @RI —o 4+ ¥ inlPlgRPAD —o, |+ .. (14
k=1 =1

B. — Je vais appliquer cette méthode & I’étude de I’ensemble d’un nombre

. . , . . , . . d. d?
fini de fonctions aléatoires prélevées parmi les fonctions x(¢), ng , ﬁf -

Je supposerai, pour simplifier, qu’il s’agit toujours de réponses expo-
nentielles ; l'extension & des réponses ne satisfaisant qu'aux hypothéses
plus larges que j’ai formulées (voir page 4) doit étre étudiée dans chaque
cas particulier, ce qui d’ailleurs se fait sans difficulté. Si, & une impulsion
unité trés bréve, est associée la réponse Ry(¢) (lorsqu’il s’agit de x(¢)), on
peut dire que, lorsqu’il s’agit de Z—f , & unie impulsion unité trés bréve est

1

.y , dR , . .
associée la réponse - 11 faut préciser ce point ; pour ¢{ < 0 nous avons

. . dR
va qu'on avait Ry(f) = o ; par suite, on a -Jt—’: o pour ¢ < 0. Pour { > o,

ona:

Ry(t) = ZAae“?at’
«

par suited—:[-iest défini sans ambiguité pour ¢ > o; mais quelle valeur
doit-on donner pour t = o ? pour {= o, on doit donner une valeur qui
réponde 4 la notion de dérivée, c’est-a-dire limite du quotient de I’accrois-
sement de la fonction par l'accroissement de la variable, en d’autres
termes, si Ry(t) a, en ¢ = o, une discontinuité de premiére espéce, on doit
considérer que, pour { — o, on a : '

oy s . dR s , .
il s’ensuit que lm—'l n’est pas borné uniformément dans ce cas-la. Par_

.. dR s p . spe . (s .
sulte,—‘# ne satisfait pas aux conditions imposées & R,(¢) puisque nous

avons toujours supposé l'existence d'une borne valable quel que soit -
de dr dx

Pour introduire les fonctions 7> dF > g@ - -+ hous serons amenés
. , dR, d°R; &R, L. .
considérer les réponses —, TEAF 0 il est bien entendu que nous

nous arréterons assez tot de fagon & ne jamais arriver & 'ordre de dériva-
tion pour lequel I'accident signalé se produirait.



GENERALISATIONS DIVERSES 61

D’une fagon plus précise :

«) Nous éliminons le cas d’'une réponse ayant a lorigine une dis-
continuilé de premiére espéce.

8) Si Ru(¢) est continu & Lorigine mais si sa dérivée a une disconti-

nuité de premiére espéce nous ne considérerons que x(¢) et — .

. dR . . d'R .
v) St Ri(t) et~z sont continus & l'origine et si —z- y a une discon-

L - . g dz(t) d*z
tinuité de premiére espéce, nous ne considérerons que x(t), 7~ » 7z »

.

On peut déterminer sans peine les moyennes :

dprx(t)) dax(ts)
e °  du

on trouve :

dvz(ty)  dix by) o dpR, daR,
= [ e G o

dir * dia T P dtq‘:t2_t1}dl" (‘[*‘2)

D’une facon plus précise, considérons le cas ol les deux dérivées dont
on étudie la corrélation sont prises au méme instant et étudions les
moyennes que, pour simplifier ’écriture, nous noterons :

I I —
T —am = TP(8).2@(). (143)

o070 = [ q2RO(E).RO(#)dL. (144)
Posons p + ¢=n et distinguons deux cas suivant la parité de n.
a) n impair... on peut alors poser n==2% + 1 ot A est un nombre
entier.

On a alors (si p<<q) :

RPRE= & { RORG— | — ReP+ORg- (145)
= %{ RPRE— | — %g RE+ORED | ... |RIVR(PH1)), (146)

Dailleurs, l'intégrale contenue dans (144) peut &tre limitée & l'inter-
valle o, 4+ o ; or, d’aprés une remarque précédente, nous supposons
que R{ est borné & l'origine, c’est-a-dire, que toutes les expressions dont

les dérivées R figurent dans le second membre de 146 sont nulles &
Porigine ; elles sont évidemment nulles pour £ =0 de sorte que l'on a :

rOfrc(fy=o0 st p+g=2A+1. (147)

b) S8i n est pair, on posera n== 27 ol A est toujours un entier.
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On a évidemment :

T RPR@d= [T L Rp-n0. RO § de— [ RE-0.Re )
d’ou :

oo 40
7 RRGde=Ry-(o)REE) — [T RE-NOREDAE (118
posons :
p=>X*+r; g=X\—r

on a immédiatement :

[ RoRE)dr = (— 12 [T RMORP.()de

d’ailleurs on a :

[P = g [, BPORD (150)
0
d’ou la relation :

2 H(0). 2= (t) = (— 1yl (151)

J’ai donc établi les deux relations fondamentales suivantes :
{ 2Pz=0o si p+ g estimpair (1h7)
2 20— = (— yy 2, (151)
RemarQues. — 1° En particulier, on a x(¢) (Z—f = o; cette relation est

une nécessité physique ; en effet la puissance instantanée dépensée dans
une self parcourue par le courant i(¢) est Li(¢) g:; ; si la moyenne L %—Z-

n’était pas nulle, il faudrait admettre que la self absorbe ou fournit de la
puissance ce qui serait en contradiction avec toutes les propriétés des
selfs auxquelles nous a habitués I'étude des courants usuels.

20 Si on considére les moyennes temporelles, on peut interpréter aisé-
ment les relations (147) et (151).

Par exemple on a :

a(t)a(t)= — = {2(0)}
d’ou :

X ﬁ "w(t) (f)dt = L g‘”‘_T"Tﬁ’ﬂg (152)

T
il est alors naturel que lorsque T -, ,—;,— j; x(t)x(¢')dt tende vers o.

C) Pour les grandes densités la fonction caractéristique @ § a(*) ... u(®) ... !
tend vers une forme laplacienne.
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Précisons ses propriétés lorsque les variables aléatoires considérées sont
x(t), Z'(t), "() ... ; on a alors :

Ld)%u,u’,u”...}:——;-Q[u, w,u’ .. (153)

ou Q est une forme quadratique homogéne des variables u, u', u" asso-
ciées & x, &', 2" ... on peut poser :

0= Z Aagu(“’u(p) (154)
afs
le tableau des coefficients A, est le suivant :
p\a 0 1 2 3 4 5
0 x® 0 —" ) =% o
1 o x'? o —x" o T
2 — o x" o —" 0
3 o —z" o T .o — @t
4 + X" 0 — " [ x® o
5 o " o — T o T (155)

II. — LES FONCTIONS ALEATOIRES STATIONNAIRES LAPLACIENNES (')

L’étude de la fonction aléatoire x(f), pour les trés grandes valeurs
de la densité p, nous a conduits & considérer un processus aléatoire
caractérisé par la propriété suivante : « étant donné un nombre
quelconque, mais fini, K, de valeurs déterminées #y, fs, ..., {x du temps #,

le logarithme de la fonction caractéristique @ g Uty Uy onny Ug f associée &
I'ensemble des variables aléatoires liées x(f,), x(ta) ... x(tx) est égal & :

Log & =— % ZZukukv, C(t—tw). (156)
e o
Un tel processus est sous la dépendance de la seule fonction :
CO) | 0=1t—tx}.
Cette fonction s’obtenait elle-méme & partir de R,(£) par la relation :
e = [ g*Ru(— OR, 0 — t)de. (157)

C(h) est la fonction de corrélation associée au processus aléatoire sta-
tionnaire considéré. La valeur de C(6) est égale au produit du carré

moyen x? par la valeur du coefficient de corrélation. Cette remarque

(*) A.Branc-Larierre. C. R., séance du 19 mars 1945.
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permet de fixer les propriétés essentielles de €(8). On déduit du théoréme
de Khintchine que C(8) peut se mettre sous la forme :

F(B):L/:O cos 27w6d5(v)

o §(v) a toutes les propriétés d’'une fonction de répartition, & V'exception
de §(+4 o0 ) =1, qui doit étre remplacé par F(+ o )=x®. Le processus
aléatoire considéré est totalement défini par la donnée de C(8) ou de F(v)
(fonction de corrélation ou fonction spectrale).

Notons encore les propriétés suivantes qu’on déduit de fagon évidente.

a) €(0) est une fonction paire de 0 : C(6) = &(—0).

b) €(0) satisfait, quel que soit §, 4 I'inégalité | €(0) | < &(o).

Dans le probléme actuel, 4 cause des propriétés de Ry(¢), C(8) s’exprime
au moyen d’exponentielles du type e!®!(partie réelle de X <<o); en
particulier, pour les trés grandes valeurs de | 6 | , ¢(0) a une décroissance
exponentielle. €(8) posséde, 4 cause de son expression méme, des dérivées
de tous ordres en tout point sauf peut-8tre pour 6 —=o. En 0 ==0, les déri-
vées 4 droite et les dérivées & gauche existent pour tous les ordres.
A cause de la parité de €(0), les dérivées & droite et & gauche coincident
pour les ordres pairs; les dérivées paires existent donc. Pour les ordres
impairs, les valeurs & droite et & gauche sont opposées. En général, il n'y
a donc pas de dérivées d’ordre impair pour 8 =o0. Si une dérivée d’ordre
impair existe, elle est nécessairement nulle.

Remarque. — 11 est intéressant de constater que les propriéiés que
nous allons rencontrer s’expriment de fagon beaucoup plus simple au
moyen de la fonction de corrélation qu’au moyen du coefficient de corré-
lation (*).

Nous allons maintenant faire abstraction du probléeme physique qui
nous a intéressés ; considérons, a priori, des processus aléatoires station-
naires qui, quels que soient le nombre des instants ¢, satisfont & la rela-
tion :

Li =— = ¥ VuaC(t,—ty) (156)
k K

C(¢,— ty) est la fonction de corrélation associée.

Naturellement, nous devrons supposer que C(¢, —¢,) satisfait & toutes
les propriétés caractéristiques des fonctions de corrélation associées & un
processus stationnaire. Nous appellerons les processus que nous venons de
définir des processus aléatoires stationnaires laplaciens (%) (%).

(1) Voir une note de M. Loitve [C. R., 5 mars 1945] qui étend I'emploi de
la fonction de corrélation 4 des fonctions aléatoires non stationnaires.

2) Un article dont je viens d’avoir connaissance [Doos. Annals of Mathe-
matical Statistics, septembre 1944, 229] est consacré & ce processus; il s’inté-
resse plus spécialement aux processus de Markoff.

3) M. le Professeur Fréchet a bien voulu me signaler qu'un ouvrage de
M. Ville sur la théorie de la corrélation était & I'impression. 11 est possible
que certains résultats contenus daps ce chapitre aient des points communs
avec ceux qu’indique cet auteur.
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Nous allons maintenant les considérer, a priori, sans nous préoccuper
de savoir s'ils dérivent, par passage & la limite d’un processus x(f) du
type déja introduit. Naturellement, C(9) pourra présenter, pour § = o, les
singularités dont il a été question. Pour 6 > o (et aussi pour f§ <Z o) nous
supposerous que C(8) peut étre considéré comme un arc d’une fonction
analytique ou, tout au moins, que les dérivées dont nous aurons besoin
existent. ‘

Considérons deux instants ¢, et #,; on a, pour U'ensemble des deux

variables @)= 2(f) et oo ==wx(f,) la fonction caractéristique ,®(u,, us)
définie par :

L =— ~;- g Clo) u? + u2] + 2C(0)au, ; avee =1ty — .

On passe, alors aisément, a la fonction caractéristique relative 4 la
variable @, — @, ; 1l suffit de faire la substitution :

U, =0 el u
It vient :
L[v) = — — 0 { 2€(0) —2€(8) | (157)
frn
Le carré moyen (x, — x,)? est donc égal & 2 ge(o) —é(h) g On retrounve
ainsi le résultat connu : La condition nécessaire et suffisante pour que
le processus soil continu en moyenne quadratique est que C(0) soit
continu & lorigine. On sait d'ailleurs que, s'il en est ainsi, C(9) est
continu partout (1),

. , o ey X — I . . .
La fonction caractéristique associée & —— s’obtient, elle aussi, trés

facilement ; on a :
(o) — 2€(f
L (o) = — o2 | 20, (158)
r—T
{

Ly , . d 7 . . de-
La dérivée aléatoire — ne peut donc exister que si — (0 ==0) est nul

dt
. d@ .. ¢ @
el si —=(01==o0) est fini. En supposant que — et —z existent partout et
. , . . , o, de .
sout continus, on établit facilement que la dérivée —;- existe en moyenne

quadratique et que la fonction de corrélation associée a—d‘%est égale &
e
e ()

{!) Vair par exemple Kampt pE -FERIET. Annales de la Sociélé de Bruxel-
les [1], 2¢ fasc., 59 (juillet 193g), 145.

(%) Voir Depesast et Weares [C. 1., 208 (1939), p. 625], Ve [C. R., 217
(1943), 101] et Lotve [C. &., 5 mars 1945].

BLANC-LAPIERRE. 5



66 FONCTIONS ALEATOIRES STATIONNATRES

Ces résultats ne font intervenir que les propriétés du second ordre de
x(t) et ne sont pas strictement liés au caractére laplacien. Ce qui est essen-
tiel, c’est que, lorsqu’on effectue, sur le 1ogauthme des fonctions caracté-
ristiques, les passages & la limite associés aux operatlons de dérivation,
la forme L® n’est pas altérée; on est toujours en présence d’une forme
quadratique. Par suite, dans la mesure ou les dérivées aléatoires existent,
on peut énoncer le résultat suivant :

THEOREME XIV. — Le caractére laplacien se conserve par deriva-
lion. — Ce résultat est d’ailleurs susceptible de larges généralisations. I
tient essentiellement au caractére linéaire de P'opération de dérivation.

On peut Pétendre &4 d’autres opérations linéaires ; on peut, par exem-
ple, envisager ici la transformation suivante dont il a déja été question.

y(l) = f_ (@R — 7)d=. (159)

Pour passer du processus aléatoire stationnaire laplacien x(f) au pro-
cessus aléatoire stationnaire laplacien y(?), il suffit de passer de la fonc-

tion de corrélation x({)x(¢ + ¢) & la fonction de corrélation y{H)y(f + 9)
(ou encore, de la fonction spectrale F,(v) relative & x(¢) & la fonction spec-
trale Sfy(v) relative & y(#)]. Sous des conditions trés générales, on peut
utiliser les formules de passages suivantes :

JOgE T 0= [ [T B RERG +0—g)dide  (160)
ou :

) = ‘ﬁ Y g2(0)dF.00) (161)

g(\) étantle gain associé & I'opération linéaire définie par la relation (15¢).

dx
Reprenons maintenant la considération de la dérivée —

~r » on peut faire,

x e s p s . dix
sur —— , ce qui a été fait sur z(¢). On trouve ainsi que, pour que — existe

. . e . ,
en moyenne quadratique il faut que —g soit nul... La fonction de corré-

. .. dx a'@
lation relative a 7 Sera —pr ..., etc...
RemarQue. — Dans le paragraphe B) de la premiére partie de ce cha-

pitre, pour pouvoir introduire% , nous avons imposé la condition
Ri(+ 0)==0; il est facile de voir que cette condition entrainait bien

Ee—(():o):o.
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On a en effet :

de 4 { [+
Wz-dﬂ [ areRa@R(+ emﬁ f oR(0) “n (¢ + )dt

e_o;_f 7R() S~ ()dt =+ R+ 0) =o.

) . L. . dwe
De méme; pour pouvoir introduire & » hous avons supposé que Ry(f)
satisfaisait & :

Ri(+o)=e et dd—Rt'(-i— o)=o.

On a alors :

3¢ o
—%%;— {GZOJZL—; quﬁ1(t df;;a(t) dt = (] [Rx il *%(‘%)2‘]:::

Les notions précédentes peuventetre généralisées. Soient g,(f), gs(f) ...
gp(8) ... un systéme de p fonctions aléatoires stationnaires toutes définies
sur une méme catégorie d’épreuves. Soient, d’autre part, ¢, ls, ..., {,
un nombre quelcongue, mais fini, de valeurs du paramétre {. Nous dirons
que g1(f), g2(t) ... g,(¢) constituent un systéme aléatoire stationnaire
laplacien sila fonction caractéristique ¢ % el ; relative & 'ensemble
des n.p variables liées :

th =g4?)

s'exprime par une relation de la forme :
1 '
Lol a), o= — - ZC,,[f, — ty Juju;. (162)

Un systéme laplacien est sous la dépendance de p* fonctions €, , ; ces fonc-
tions ne sont d’ailleurs ni indépendantes, ni arbitraires (!). Pour i =1,
les fonctions €,, sont des fonctions de corrélation. Pour {34 on a en
particulier les relations évideates :

€u(0) =g.(0).g.(t + ) =g.({ —0)gu(t) =g.(O)gu(t —B)=€,,[—8]. (163)

C,.(B) n’est pas une fonction paire de 8 ; mais g Co(8) + € p(— e)§ est une

fonction paire ; elle s’exprime par une combinaison linéaire de fonctions
de corrélation :

Co(0) + Co(—0) =[g.(t) + g.(t) g.(t +9) + gus(t + 8)]
—g.(0)g.(t+8) — gu()g.(t +9)

Si y(¢) est une fonction aléatoire stationnaire laplacienne, il résulte, de ce
qui a été dit, que, si la fonction de corrélation associée €(0) posséde en

(164)

(') Voir Crauer. Ann. of Math., 8 (194o), 215. ~
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tout point des dérivées jusqu'a I'ordre 2p inclus, on peut considérer les
dérivées aléatoires :

Y, Y1), ey yeTUD), y(t).

Il est alors intéressant d’introduire le systéme des p + 1 fonctions aléa-
toires liées :

go()=y(0); g1 (O)=y'(t); g20) =y"(9); ... g:(O)=yP(¥).  (165)

On montre que le caractére laplacien de y(¢) entraine celui du systéme g.
THEOREME XV.— Le systéme formé par fine fonction aléatoire sta-
tionnaire laplacienne et par un certain nombre de ses dérivées aléa-
toires est un systéme aléatoire stationnaire laplacien.
Ce systéme sera totalement défini si on connait I'ensemble des fonctions,
€, qui lui sont associées. En faisant les passages & la limite sur les
secondes fonctions caractéristiques on établit les relations :

d s d v
@l,l'+1 = a5 L’z,:’ el Clpry —=— Ty C (I()b)

qui permettent de calculer, de proche en proche, 'ensemble des €, (1).
On obtient, en particulier, une fonction caractéristique remarquable-
ment simple si on envisage les p 4~ 1 variables lides constituées par les
valeurs prises par y(f), y'(f) ... y¥(/) & un méme inslant /. On retrouve
alors les résultats indiqués dans le paragraphe C) de la premiére partie de
ce chapitre. Les fonctions aléatoires stationnaires laplaciennes et les
systémes aléatoires stationnaires laplaciens paraissent susceplibles de
s’appliquer & de nombreux phénomeénes physiques |voir page 73].

III. — LA FONCTION ALEATOIRE x(¢)
ET LES PROCESSUS DE MARKOFF

Nous avons dit que les propriétés d’un amplificateur étaient régies par
une équation différentielle lindaire & coefficients constants ; nous avons
traduit ce fait en utilisant la fonciion R;(¢).

Nous nous sommes placés au point de vue suivant : x(f) est, pour
chaque valeur de #, la somme de toutes les contributions individuelles de
tous les chocs depuis ¢ = —oo jusqu'a ¢ =t.

On peut se représenter les choses d’une gutre fagon. C'est ce que je vais

() Les relations (166) ont été établies par Berxvonr d'une fagon qui n’est
pas parfaitement rigoureuse [4nn. de Phys., T (1937), 84] et, pour des fonc-
tions aléatoires non supposées stationnaires, par MM. DepiLeant et WEenRLS
[Portugalice Physica, 1, fase. 3, 1944, p. 95}, Loive [C. R., 5 mars 1945] et
Bass, Les méthodes modernes du caleul des probabilités et leur application au
probléme de la turbulence (en cours de publication).
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préciser sur un exemple. Considérons un amplificateur dont le fonctionne-
ment est régi par 'équation différentielle :

d? d
T+ b Fw=w) (167)

qui relie la réponse v(¢) au signal w(¢).

Supposons qu’a linstant {,, on ait x(f/) =a,. Dans cette hypothése, on
peut considérer la probabilité liée pour que x(f»)({2>>1) prenne une
certaine valeur. Nous dirons que x(f) est un processus de Markoff si cette
probabilité n’est pas affectée par la donnde d’un renseignement supplé-
mentaire portant sur un instant antérieur a ¢,. S’il en est ainsi, on peut
dire que l'influence du passé relatif a ¢,, sur le futur relatif & ¢,, est tout
entiére contenue dans la donnée de ;.

Si I'appareil amplificateur considéré était régi par une équation différen-
tielle du premier ordre, on aurait bien affaire & un processus de Markoff ;
mais, cela n’est plus vrai pour une équation du sccond ordre. Cependant,
supposons qu’au lieu de considérer uniquement la fonction aléatoire x(¢),

nous considérions I'ensemble des deux fonctions aléatoires lides x(t) et

da . d. . T

- Soient x({,) eL—% ({1) les valeurs prises 4 Iinstant f; par ces deux
. d. , , oge ,

fonctions ; les valeurs x(/,) et —d‘% (#5) résulteront de 'addition de I'effet

des chocs postérieurs a #; et du résultat de I’évolution de I'amplilicateur
supposé soustrait & l'action des chocs, & partir des conditions initiales
fixées par V'état en ¢, ; I'équation différentielle étant du second ordre, la

. 4 (oot . £ :
donnée de x({)) et %(t,) définit parfaitement cette évolution ; on peut

donc dire que 'ensemble des deux fonctions aléatoires lices x(l) et —z-
constitue un processus de Markoff a deux fonctions.

Si I'équation différentielle considérée était d’ordre k, il faudrait, pour
introduire un processus de Markoff, considérer simultanément :

dr dc ar—1g

Cc(’)’W PTAE T g1

Ce nouveau point de vue suggére une autre solution du probléme que
nous étudions. Supposons qu’a I'instant { =o, on ait :

L dx __
x=—o et =

On fait agir les chocs & partir de = o.

Soient X, X', et X,, X, les valeurs prises respectivement par x(f)
et -‘;—f en ¢, et en {,(f, >1); soit ® U, U', { la fonction caractéristique
relative & X(/) et X'(¢). Cherchons a passer de ®'U, U, ¢, & U, U, ¢, 1.
Nous supposerons, d’ailleurs, que ¢, — # = At est petit. X, et X|. se com-
posent de deux parties :
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a) Ueffet des chocs intervenant entre ¢ et ¢,

b) le résultat de I'évolution du systéme supposé libre & partir de son
état initial en £ défini par X et X',

Soient 3X et 8X’ les contributions dues a la premiére cause et X et X'
le résultat de I’évolution libre.
On a évidemment :

X, =X + 8X; X, =X +8X'.

Il y a indépendance entre £X, }_(_’;et38X, 8X'|. Désignons par

2 U, U, t, At} et 93U, U, ¢, Ar] les fonctions caractéristiques respective-
ment associées & ces deux groupes de variables ; on aura :

Lo[U,U, ¢,]=L&[U, U, ¢,At] + Loy U, U, ¢, At]. (168)
D’ou la relation :

LAY, 1] _ ALYV, U681 dLegU. U4 A (160)
ot 2(At) 2{Az)

Calculons les deux dérivées partielles figurant au second membre.
Ona:
dX X
X=X+gadt et X=X 4 55 (170)
les dérivées correspondant & 1’évolution libre & partir d’un état pour
lequel on a X =X et X' = X'; on a donc :

dx X ,
ey =X et awr — — P X

D’ou, finalement :
X=X+Xa e X=X 4at{—pX—yX}. (171)

On peut alors écrire :

O[U, U, 1, M) — e UXFUX) _ of[OX+FAX FUX +A—FX —yX]]]
B — o | XIU—UA[+X'[U+[U—BUTAL]]

Dot la formule de passage de ®a @ :

U, U, 1,80 = §U—yU'M, U + AU — BUY), ¢4
Dou :

Wb ey L oL |
3WT_W£-YU§+D—W“§U—-($U5. (172)

Quelle est d’autre part la contribution due aux chocs intervenant
entre ¢ et ¢ + 4¢? Pour simplifier les calculs, nous naus plagons, tout de
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suite, dans le cas ol des intervalles de temps A¢, faibles par rapport aux
constantes de temps de l'amplificateur, contiennent déja beaucoup de
chocs. Dans ces conditions lintervalle A¢ contient en moyenne pAf chocs

et, si on s’intéresse uniquement aux écarts, on doit faire intervenir la
At
fonction caractéristique e * ; d’ailleurs, étant donnée 1’équation
différentielle a laquelle obéit I'amplificateur un choc unité n’altére pas X
et provoque un accroissement de X’ égal a 1.
On a donc :
—2un aL®b
PJU, U, ¢t A =¢€e 2 ot SEy=— g U2 (173)
Les relations (169) (172) et (173) conduisent alors & I’équation aux déri-
vées partielles & laquelle doit satisfaire U, U, ¢] :

LO[U, U, , ,
) + 2ty —pu— £ U (194

LP{ U U aLd[ U U1
ot - (

Le systéme différentiel des caractéristiques est, en posant Z —L® :
dt dU duv’ dZ

TTWTE=0 T " on (175)
2

On tire, des équations précédentes :

dU 12 dU, — L
- U et - = U

d*U dU
aw — g TYyU=o
D’ou la solution générale :

U= Ae)ut + Bekzt et U= ;— g A)\geht + B)\2e)"t§ (176)

ol — %, et — %, sont les racines de 22 4 BX 4 y==o0; étant donné que
'on doit supposer 'amplificateur amorti, il faut admettre que 8 est positif,
c’est-a-dire que %, et %, ont des parties réelles positives.

Cela posé, on a :

P = b Ur=— 5 {ADe™ + B2aje 4 2ABA MM AL (177)
et enfin :
Z—Zy=—F %Aa L e 4 B2 22 PO NI B2 Nh (x.+x,)tg (178)
on tire, d’ailleurs, des relations (176) :
YU’ —2%U MU —yU’
AeMl = = © BeM = —’71‘:'):— . (179)
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On peut alors introduire U et U’ dans (178) ; en définitive, on a, pour
définir les caractéristiques, le systéme des trois équations entre U, U',
t, Z dépendant des constantes arbitraires A, B, Z, :

YU’ — 2,U
A:e—);t i 2.

R yU' — MU
N — e ) B=—e p—
ZQ == Z
A 3xf [-rU’ —hUT A [yU’ —7\,(;']2 ~_akde YU — WUTYU — MU g
ay? M — A P M— A M+ (M — he)? :

Les surfaces intégrales s'obtiennent en liant les constantes d’intégration
par une certaine relation :

Z,=p(A, B)
ou, en explicitant :

RS yU’—)\gU]l A YU'_‘MU]z M (YU =W U)yU—\U)
Z+ 2/-%_[ vl B 2[ —he | T 2 Mt o —ha)? 2

8o
U =Ny YU = g (180)

:f‘ge T =,
D’ailleurs & 'instant f=—=o0, ona X =o0 et X'=o0 ; d’ou :
LU, U,0l=0

Pour {=o0, on a donc Z = o ; cela définit la fonction y.; en définitive, la
solution du probléme est donnée par la relation :

. , M YU —nU2 N \
ZU, U, 1] +;§§??[ . ]
?:g yU'—\U 2_ 2MA2 (YU’—7\1U)(7U’—)\2U)g_ [ 37\1 *{U’—)\gU _2)\1f (18
2[ M—hy :l IR (M — _z"’z 2[ =h 1 I)
I n 2 \
2 M= e (M—22)? J

Des calculs simples montrent que, en désignant par R,(¢) la réponse de
Pamplificateur & une impulsion unité regue & l'instant /=—o. I'équation
précédente est équivalente & :

Lo U, U t]—=— &} A fRﬂ(t dt + >UU’ fR.(z Ry

2 + U f s i, )thg

On reconnait la, immédiatement, 'expression de L®[U, U, £| que l'on
aurait déduite des résultats de la méthode de calcul indiquée au début de
cette étude. La méthode actuelle peut paraitre plus compliquée. Elle est
intéressante en ce qu’elle nous fait considérer les fluctuations du systéme
comme le résultat des effets antagonistes de la tendance du systéme
vers spn équilibre et les effets statistiques des chocs (jui perturbent constam-
ment le retour a I’équilibre. Nous reviendrons sur cette idée dans ce qui
va suivre.

2 (182)
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1V. — SYSTEMES FLUCTUANTS PLUS GENERAUX.
APPLICATION A L’EFFET DE SCINTILLATION.

Schématisons le point de vue que nous avons adopté dans ce qui précéde.
Nous avons considéré un systéme S dont I'élat, & Uinstant ¢, était repré-
senté par une ou plusieurs grandeurs, fonctions du temps (exemple :

dx
a(l) et —- >

D’une fagon générale, nous désignerons par gi, g ... ces grandeurs.

Supposons qu’a linstant ¢, bien précisé, ces diverses grandeurs aient
les valeurs g,(7), g2(f1) ... ; si, & partir de /,, rien n’agit sur le systéme,
celui-ci va évoluer suivant ses lois propres. En I'absence de toute action
extérieure, I’évolution libre du systéme ne dépend que de son état initial
qui est défini par gi(4). gs(f)) ... Nous supposerons que cette évolution
conduit loujours a un équilibre asymptotique indépendant de I’état initial.
Il sera loujours possible de supposer que cet état d’équilibre correspond &
¢1=¢.,= ... = 0. Nous considérons, par ailleurs, un mécanisme pertur-
batear qui entretient les fluctuations de S. Ce mécanisme M procéde de la
fagon suivante : pendant chaque intervalle (rés court ¢, 7 + Af. il provoque
des accroissements Mgy, Agq, ... des valeurs de gy, g2, ... (A est supposé
trés pelil par rapport aux constantes de temps de I'évolution libre). Ces
accroissements Ag,, Ag,, ... sont des variables aléatoires qui, o priori,
dépendent de / et de At.

Les fluctuations de S sont le résultat des efforts antagonistes des impul-
sions perturbatrices Ay, Ags, ... et de la tendance de S vers I'équilibre.
Je dirai qu'un mécanisme M est lolalement désordonné el sans couplage
avec le systéme S lorsque les apports Ag,, Ag, ... velatifs & un intervalle
{, t + Al sont indépendants de 'état de S en ¢ et lorsque les apports aléa-
toires relatifs & deux intervalles disjoints sont indépendants les uns des
autres. Je dirai qu'un mécanisme M est stationnaire si l'effet aléatoire
d'un intervalle ¢, / + A¢ ne dépend pas de ¢.

Jappellerai QCautre part sysiéme linéaire tout systéme S pour lequel
I'évolution libre est définie par un systéme différentiel linéaire a coeffi-
cients counstants en ¢y, g,, ...; naturcllement on supposera le systéme
amorti, ¢’est-a-dirve pourvu de solutions tendant vers zéro pour {=o0 .

En adoptant la terminologic qui vient d’étre définie. il est possible d’ob-
tenir un énoncé de forme tres générale.

THEOREME XVI. — Soit un systéme linéaire amorti dont l'état a
chaque instant est defini par la donnée desXK fonctions (g.(t), ga(l), ...
g.(1)) et un mecanisme d'entretien stationnaire tolalement désordonné
et sans coaplaye avec le systéme. Supposons qu’il soit possible de
definir une grandenr At petite devan! les constantes de temps du sys-
téme et telle que Uensemble des variables aléatoires bgy, Ags, ... rela-
lives a Al obéisse a une loi de Laplace. Alors on peut affirmer que
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g1(t), g2(2), ... gx(l) forment un systéme aléatoire stationnaire lapla-
cien.

La démonstration se fait simplement en introduisant les réponses R, ,(f)
qui représentent les évolutions respectives de chacun des paramétres g,(¢)
lorsque le systéme supposé au préalable en équilibre regoit & 'instant =0
les impulsions :

Agi=o, ... Agi=1; ... Agr=o.

Les systémes envisagés jusqu’ici étaient sans couplage avec le méca-
nisme d’entretien et, d’autre part, nous avons admis que les conditions
initiales déterminaient toute Uévolution libre du systéme S. En d’autres
termes, nous supposons le mécanisme d’entretien indépendant du systéme
et nous attribuons un caractére aléatoire uniquement au mécanisme, le
fonctionnement du systéme étant déterministe.

Les méthodes indiquées peuvent s’appliquer dans certains cas & la réso-
lution des problémes plus complexes :

a) on peut imaginer des systémes dont I'évolution, en I'absence d’effets
extérieurs, est aléatoire }

b) on peut enfin faire intervenir un certain couplage entre le systéme et
le mécanisme.

Naturellement les résultats obtenus ne doivent pas é&tre étendus sans
examen de chaque cas particulier. Mais les méthodes indiquées permettent
de résoudre des problémes trés généraux. Je vais donner un exemple :

Exemple. — Soit une surface métallique £ située dans un gaz raréfié ;
on se propose d’étudier les fluctuations du nombre de molécules du gaz
résiduel adsorbées par E. Les molécules du gaz résiduel heurtent la sur-
face; chaque molécule heurtant la surface £ a une probabilité d’étre
adsorbée par la surface; si les molécules adsorbées par la surface sont
trés loin de la recouvrir enti¢rement, on peut dire que cette probabilité est
la méme pour chaque molécule incidente et qu’il y a indépendance véci-
proque entre diverses molécules incidentes. On peut admettre, pour des
raisons analogues & celles qui ont-déja été exposées au début de ce travail,
que le nombre de molécules fixées pendant un intervalle de temps A¢ est
une variable aléatoire obéissant a la loi de Poisson. Les nombres de molé-
cules fixées pendant deux intervalles disjoints Af; et A¢; sont indépendants.
On peut dire que ce qui précéde définit le mécanisme perturbateur.

Quelle est I'évolution libre du systéme en l'absence de molécules inci-
denlfes ? Cette évolution est aléatoire. On peut admeltre que, si on consi-
dére une molécule fixée & l'instant ¢ = o, la probabilité, pour qu’elle
quitte la surface entre l'instant ¢ et I'instant ¢ 4- At est proportionnelle
a e~!"at; elle est done égale & —; e—!mat () puisqu’on doit admettre que

(!) Voir W. Scuorrky. Small-shot effect and flicker effect. Physical Review
(1926), 74.



GENERALISATIONS DIVERSES 75

toute molécule adsorbée finit par quitter la surface au bout d’un temps
_plus ou moins long.

Je vais montrer comment on peut calculer simplement la loi de probabi-
lité & laquelle obéit 'ensemble des deux variables aléatoires a(t,) et a(ts)
qui représentent respectivement le nombre de molécules adsorbées pré-
sentes sur la surface aux instants ¢, et ¢,.

Supposons le temps divisé en cases trés petites d’amplitude Af; on a, en
définitive, & calculer :

D(uy, uy) = e | 1alt)+usaty) | (183)

Les molécules respectivement présentes sur la surface aux instants
t; et £, — et dont les nombres sont a(/;) et a(f:) — peuvent étre classées
d’aprés la case de temps durant laquelle elles ont été fixées.

Soient Af, une case de temps, n,, le nombre de molécules fixées pendant
l'intervalle Af, et encore présentes en ¢, et n,, le nombre de molécules
fixées pendant I'intervalle A, et encore présentes en #;. On a évidemment :

a(ty) = Zn,,,
(l(lg) == Engd

(184)

D’ou :

q-,[u“ uz‘l — e { w,Eny b0y , : — H] g e“ﬁ"lr“"a”z] }

ou II, désigne un produit infini ; d’ailleurs, & cause de l'indépendance des
contributions des cases A/, on peut écrire :

Ldlay, us|l = ZLe“’ﬂ‘zﬁ"‘e”?J = ZL(I’,. (185)
J J

Il reste & calculer ®,, sa valeur dépend de la position de ¢, par rapport
Aty et £, [on suppose ¢; < t,'. D’autre part, si Af, est trés petlit, ®, est trés
voisin de 1 ; L®, est donc un infiniment petit avec Af et il nous suffira de
connaitre sa partie principale ; nous pourrons donc négliger les infiniment
petits du second ordre. Dans ces conditions, on peut dire que les seules
possibilités relatives & la fixation ou & la non-fixation de molécules durant
I'intervalle A/, sont les suivantes :

@) aucune molécule n’a été adsorbée :

probabilité : 1 — pAf;
b) une molécule a été fixée :
probabilité : pAL.
Le calcul de L@ est résumé dans le tableau A ou ¢, représente e, +*s"s
de sorte que 'on a &, = t: 11 résulte, de ce tableau, que 'on a :
Lo uy, uy)
_lt—til )t (186)
=pri[em —1]+[ew—1]+[em—1fen—r1je T
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TaBLEAU A

10 6, < 1y <ty:
a) Aty ne contient pas de chocs donnant firation de molécule :
ny;=ny;=o o =1 Prob = 1 — pAt

b) Durant At;, 1l y a une fization:

_(=t))
n,,=o0 ng,;=o =1 Prob—=pAt(1—e *
' (ti—1;) (b)) )
nyy; =1 ng;=—o ¢ = 8% Prob =pit(e T —e * g
n;=o ng,=—1 ¢y = @%s Prob=o
__(ta=1y)
ny,y; =1 ny ;=1 9, = ety Prob = pAte K

La contribution & L& de tous les Af; pour lesquels on a ¢, <¢; <({, est:

ta—14
PT (ezu1 o l) + e""1(e“‘2 —_ I)e T
20 4 <[ <1ls:

a) Aucune firation durant At, :

ny,; =0 na,; =0 =1 Prob =1 — pAt
b) Une firation durant Al .
_tt
ny;=o0 ny=o =1 Prob:pAt[x—e K ]
=
ny;=o0 ny =1 @, = 0% Prob = pAte T

La contribution a L® de tous les A/, pour lesquels on a #; <</, <<#¢pest:

_ b=t
pr[l—e * ][e"‘z-—l].

30 <t <ty
On a toujours:
ny; =Ry =20 dou ~L&, =o0.
En définitive on a :
_ =t

Lé = pr { (6" — 1) + (e%2— 1) 4 (8*1 — 1)(8'*: — 1)8 *

Si on rapporte les variables 4 leur valeur moyenne, c’est-a-dire si on
prend pour nouvelles variables a'(¢1) et a'(,) définies par :

a(t) = a(t) —all) et a'(t) = a(ts) — a(t)
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et si, d’autre part, on utilise, comme cela a été fait, le quotient de ces
variables par \/pr, conformément aux relations :

a"(l,) — a(“_) - a_(tj ___aty) _m)

= () =" (187)

on obtient, pour les grandes valeurs de 5=, une loi de Laplace tangente
dont la fonction caractéristique est donnée par :

=t ]
Le"(UUy) = — —| Uj + U 4 2U,Use T (188)

RemarQuE. — Le probléme que je viens d’étudier présente de I'intérét
en physique.

Les fluctuations du nombre d’atomes adsorbés par la surface d’une
cathode incandescente provoquent des fluctuations dans le courant émis.

On admet que I’écart de I'intensité I(¢) a sa valear moyenne I(/) est propor-
tionnel & Pécart du nombre de molécules adsorbées & instant ¢ (soit a(¢))

a sa valeur moyenue (soit a(/)). Tous les résultats précédents sont done
applicables & I(£). Ces fluctuations d'intensité sont connues sous le nom
d'effet de scintillution.

Schottky (') en a ébauché la théorie mais ses raisonnements sont lrés
imparfaits ainsi qu'il le fait d’ailleurs remarquer lui-méme. L’utilisation
qu'il fait de séries de Fourier, si elle donne certaines vues intuitives, ne se
préte pas & une solution rigoureuse. D’ailleurs il se limite & I’étude des
propriétés du second ordre (?).

Il importe de bien situer 'effet de scintillation par rapport a I'ctlet de
grenaille. En I'absence d’effet de scintillation 'effet de grenaille correspond
a la distribution des chocs électroniques de fagon purement désordonnée,
et conformément & une loi de Poisson de densité constante et bicn définie p.

La cause de lcffel de grenaille se situe donc & I'échelle microscopique:

Au contraire, les fluctuations qui causent Ueffet de scintillation sont
des fluctuations des propriétés moyennes des cathodes, ces moyennes
étant prises pendant des durées petites vis-a-vis des constantes de temps
de nos appareils et grandes en général par rapport & l'intervalle moyen
entre deux chocs conséeutifs. ['étude générale de la superposition de
effet de grenaille et de U'effet de scintillation est I'étude d’une suite de
chocs répartis conformément & une loi de Poisson dont la densité p n’est
plus une constante, mais une fonction aléatoire du type a(f).

(1) W. Scuorrky. Small-shot effect and flicker effect. Physical Review
(1926), 74.

(*) M. SurpiN a montré que Veffet de scintillation pouvait aussi étre imputé
4 des fluctuations du nombre d’électrons libres (Journal de Physique
avril 1g3g, p. 188). L’analyse statistique qui estdonnée ici se transpose immé-
diatement.



CONCLUSION

Le travail présenté a pour but essentiel I'étude des fluctuations de la
tension de sortie d’'un amplificateur linéaire soumis & une suite indéfinie
de chocs électriques égaucx, trés brefs et répartis au hasard.

Aprés avoir posé le probléme sous forme mathématique précise (répar-
tition des chocs obéissant & la loi de Poisson et amplificateur commodé-
ment caractérisé par la réponse R,(/) a un choc unité), j’ai montré que
I'étude des fluctuations envisagées se ramenait a celle d’une certaine
fonction aléatoire a(t). J'ai indiqué comment on pouvait déterminer la
fonction caractéristique relative aux K variables (K quelconque, mais
fini) x({;), a(f,) ... x(t). La fonction aléatoire x(() est presque sdre-
menl continue intégrable et dérivable. Tous les moments z({;)"x(fs)" ...
(ou ny, ny ... sont des entiers positifs) existent. Au moins pour les
réponses Ry({) exponentielles, la fonction de répartition F(x) relative
A a(f), est continue. Enfin, la propriété essentielle de x(f) est d’étre une
fonction aleatoire stationnaire au sens strict.

La deuxié¢me partie de ce travail est consacrée a ’étude des propriétes
ergodiques de x(f). Cette étude m’a conduit & étudier une classe impor-
tante de fonctions aléatoires : les fonctions stationnaires d’ordre 2, dont
le coefficient de corrélation est intégrable au sens de Césaro d’ordre 1.

Sous des conditions trés générales (existence d’intégrales aléatoires),
on peut montrer que, si 3(f) est une telle fonction,

+ [ =0t

converge de facon presque siire vers g(t). Ce résultat compléte ceux
apportés par les théorémes de Khintchine et de Birkhoff. Cette propriété
ergodique est d’ailleurs en relation étroite avec le comportement, aux
trés basses fréquences, de la fonction spectrale associée & z(¢).

Pour des fonctions y(x) assez générales, les résultats précédents relatifs

.T M s Il \
au comportement de -;— ’n £(()dt s’appliquent & £(¢t)=y a(f) |, ou x({) est
la fonction aléatoire introduite au début.

r —_— <
La tendance de —1T— ‘ﬁ y(f)dt vers y(t) peut étre précisée.
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Il est en effet possible de démontrer que la variable aléatoire :

[y —ym)a,

convenablement normée, a une fonction de répartition qui, pour les trés
grandes valeurs de T, tend vers une loi de Laplace.

Enfin, jai indiqué la liaison trés étroite existant entre Uélude de
certaines moyennes temporelles et le probléeme de la determination
de la probabulité d’avoir, pour toules les valeurs | d’un intervalle OT,
a < x(t) < 0.

De ce rapprochement dérive une solution de principe pour ce probléme.

La troisi¢me partie de ce travail est consacrée & I'étude des propriétés
asymploliques du processus aléatoire x(t) pour les trés grandes valeurs
de la densité o des chocs dans le temps. Dans ce cas, 1y, ls,... t, étantdes
instants quelconques, en nombre fini, la fonction caractéristique velative
& x(fy), 2(ts),... x(fy) est celle d'une loi de Laplace qui est totalement
définie par la donnée, pour toutes les valeurs de 7, du coeflicient de corré-
lation. La considération du développement cn série de @, pour une valeur
quelconque de la densité o, montre immédiatement ordre de grandeur
des erreurs commises lorsqu’on substituc 4 la loi de probabilité rigou-
reuse 'approximation laplacienne tangente.

La quatriéme partie comporte diverses généralisations. Elle étend les
méthodes de calcul indiquées & I'étude des processus aléatoires a plu-
sieurs fonctions; une étude particuliére est faite pour l'ensemble des
do o
dt ' de
ces fonctions sont soumises & une loi de Laplace qui présente des pro-
priétés intéressantes ; réciproquement, faisant abstraction des problémes
étudiés, J'ai montré comment on pouvait ébaucher une étude directe de
tels processus laplaciens.

fonctions liées x(t), ... Pour les grandes valeurs de la densité p,

En adjoignant & x(/) un nombre suffisant de dérivées on peut parvenir
a un processus de Marko/J, et cette considération suggére un point de
vue différent de celui auquel je me suis placé dans la premiére partie pour
étudier les fluctuations envisagées. Elle permet de considérer I'état sta-
tionnaire d’un systéme comme le résultat de la lutte de forces de rappel
tendant & le ramener vers une configuration stable et d'un mecanisme
pertarbateur qui, & chaque instant, I'éloigne de cette configuration.

Des généralisations diverses sont envisagées (systemes & évolution libre
aléatoire-couplage entre I'évolution du systéme et le mécanisme perturba-
teur qui entretient les fluctuations) et une application est faite a I'étude des
fluctuations connues sous le nom ('effet de scintillation.

Pour terminer, je signale que les considérations mathématiques conte-
nues dans ce travail présentent un gros intérét en physique. Elles consti-
tuent une étude générale des fluctuations connues sous le nom d’effet de
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grenaille — elles fournissent I'outil mathématique nécessaive pour I'étude
des fluctuations dans les dispositifs linéaires et dans de nombreux dispo-
sitifs non linéaires. Elles justifient le droit de substituer aux moyennes
statistiques des moyennes temporelles et précisent dans quelles conditions
on peut faire appel & des lois de Laplace pour représenter les phénomeénes
expérimentaux.

Les méthodes de calculs indiquées semblent d’ailleurs étre asses
générales pour qu’on puisse espérer les appliquer 4 d’autres fluctua-
tions ; elles ont en particulier permis une étude fort simple de Ueflet de
scintillation.




